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19.8. PROBLEMLER

//

0.1 PROBLEMLER
//

1. a herhangi bir nicelik says1 ise

(i) a+0=a, a0 =0, a® = 1 oldugunu gosteriniz.
CozUM:
Agagidaki kiimelerin eggiigliiliigiinden nicelik sayilar: i¢in istenen esit-
likler elde edilebilir: §(A) = a olan bir A kiimesi diiginelim.

AU~ A=((AUD) =18(A)
=a+0=a
AxD~=P=a0=0
AV =F={flf:0— A}
=F={f:0—0}
= (A% =y(F) =1
=a'=1

(i) (i) la = a, a' = a, 1% = 1 oldugunu gosteriniz.
CozoMm:
Agagidaki kiimelerin eggiigliiliigiinden nicelik sayilar: i¢in istenen esit-
likler elde edilebilir: §(A) = @ olan bir A kiimesi diigiinelim ve her-
hengi bir = 6gesini segelim. f({z}) = 1 dir. Buna gore
Ax{z} = A=[(Ax{z}) =14(4)
=al=a
AW = F={f|f - {z} > A}
= 541 = 1(F) = a
o =G ={f: A {a}
= 1({z}) =8(@) =1

=1=1



2. a ile b herhangi iki nicelik sayisi ise

ab=0 <=> (a= 0 V b= 0) ab=1 <=> (a=1 A b= 1) oldugunu gos-
teriniz.

CozoMm:

1(A) = a ve §(B) = bolan A ve B kiimelerini alalim. ve herhengi bir x € A
Ogesini segelim. f({z}) = 1 dir. Buna gore

ab=0<f(A) xy(B) =1(0)
< 1(Ax B) =4(0)
S AxB=)
& A =(QweeB =10
& 8(A) = vi(B) =0
B(A) = a ve §(B) = b olan A ve B kiimelerini ile herhengi bir z, y 6gelerini
secelim. §({z}) = t({z}) = 1 dir. Buna gore
ab=1&14(A) xyB)=1
Sh(AxB)=1
& Ax B~y({z} x {y})
& A=~ ({s}) A B ==~ ({y})
< g(A)=1A4B)=1

cikar.

3. a sonsuz bir nicelik sayisi ve n sonlu bir nicelik sayisi ise a+n = a oldugunu
gosteriniz.

CozuM: a = f(A) ve n = {j(B) olsun. B sonludur, dolayisiyla sayilabilir.
Teorem 17.3.3 uyarica A sonsuz ve B sayilabilir bir kiime ise AUB ~ A
dir. (19.1) ve (19.2) bagmtilarindan,

AUB~A=a+n=a
cikar.

4. a sonsuz bir nicelik sayisi ise a + Ry = a oldugunu gosteriniz.

CozOM:

a sonsuz = a > Ng
= (Fb)a = b+ Ng
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olur. Buradan
a+Ng = (b + N()) + Ny
=b+ (Ng + Nop)
=b+ 2N
=b+Ng
=a
cikar. Karsit olarak,
a+Ng=a=a>¥Ng

= a Sonsuz
olur. O

5. m sonlu bir nicelik sayisi ise
n kez

(Z) n.NOZNo—‘y—No—FNo—f—...NO:NO
n kez
—N——
(i1)  (Ro)™ = Ro-Ro-Ng. ... Ry = Ry
n kez
—N—
(i4i) nc=c+c+...+c=c

n kez

(iv) " =tee...C=c¢c

oldugunu gosteriniz.

Dogal sayilar kiimesini w ile, gercel sayilar kiimesini R ile gosterelim.
B(w) = Ro ve §(R) = Ny = ¢ simgelerini kullanacagz.

Cozowm (i):

{A; :8(A4;) =Nt =1,2,3,...n, (i #j = A;NA; = 0) kosulunu saglayan
sonlu bir kiimeler ailesi se¢elim. Sonug 17.3.1 uyarinca sayilabilir kiimelerin
sonlu tanesinin bilegimi sayilabilir bir kiimedir. Buradan

n kez

w%UA7:>N0:nN0:NO+N0++NQ
i=1

cikar.

Cozom (ii):

{4; : 8(4;) = Ng,i = 1,2,3,...n kogulunu saglayan sonlu bir kiimeler
ailesi secelim. Sonug 17.3.2 uyarinca sayilabilir kiimelerin sonlu tanesinin
kartezyen carpimi sayilabilir bir kiimedir. Buradan

n kez

n —
w = HAl =Ny = (No)n = Ng.Ng..... No

i=1



cikar.
CozUM (idi):
Ornek 19.6.7 ve (i) esitligi kullanilirsa, nicelik sayilari aritmetiginden,
c<2c¢
=2.2%
< 2% 2%
- v
— 92N
= 2% (4) esitliginden
=c
yazilabilir. Buradan ¢ < 2.c < ¢ = ¢ = 2.c sonucu ¢kar. Artik Sonlu
Timevarim Ilkesinden, istenen baginti ¢ikarilabilir.

CoziM (iv):

R'"=RxRx---xR

esitliginde Ornek 19.6.7 ve (7) bagmtilar1 kullanilirsa, nicelik sayilar1 ar-
itmetiginden,
h(Rn) _ (ZNo)n _ 2n.N0 _ 2N0 =c
yazilabilir. Buradan,
¢ = h(R") = ¢
sonucu ¢ikar.

6. Asagidaki esitlikleri saglayiniz:

(i) Rog=1+2+3+...n+...
(1) Nog=1+22423+...2" +...
/i)

(i17) No=Ng+Ng+Rog+---+ Vg +--- =Rp.Xg

(v) ¢=1234...n...
(V) €=Rg.Rg.Rg---Ry--- = R
(vi) c=ccec...=cN°
(vit) c=cH+ct+ec+--+ct+--=eNy

Coziom (i):

Her n € N icin f(4,,) = n olan ayrk bir {4, } kiimeler dizisi alalim.
A, kiimelerinin her biri sonludur; dolayisiyla herbirisi sayilabilir. Teorem
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17.3.5 uyarinca, sayilabilir sayida sayilabilir kiimelerin bilegimi sayilabilir.

O halde
(oo}
NNUA = (N Z
éNOZZTL
n=1
=Ng=1+2+3+--+n+---
cikar.
Cozum (ii):

Her n € N icin f§(A,) = n olan ayrik bir {A4,,} kiimeler dizisi alahm. A4,
kiimelerinin her biri sonludur. Onerme 18.8.7 uyarinca Z(A,) = 24»
dir. A, sonlu oldugundan 24» sonludur, dolayisiyla sayilabilir. Teorem
17.3.5 uyarinca, sayilabilir sayida sayilabilir kiimelerin bilegimi sayilabilir.

O halde
N~ | 2(4n) = Z
n=0 n=0
:>N0—ZH2A
;»NOZZW")
n=0
S No=14+2"+2%4 - 42"+
olur.

Cozim (i4i):
Her n € N igin 4, =~ w ve f§(A4,) = Ny olan ayrik bir {4, } kiimeler

dizisi alalim. A,, kiimelerinin her biri sayilabilir. Teorem 17.3.5 uyarinca,
sayilabilir sayida sayilabilir kiimelerin bilegimi sayilabilir. O halde

Na A =t1M)=) 54
n=0

n=0
:>N0=Z’I’L
n=0
= No =R +Ro + Vo + - +Ro + - = Rg.Rg

cikar.

Cozim (iv):



Yukaridaki sonuglar: kullanarak

= (Ro)™
=c (Teorem 19.7.7 den)

yazabiliriz. Bu ise ¢ < 1.2.3.4...n... < ¢ demektir; ki buradan
c=1234...n...
esitligi cikar.
CoziM (v):
Teorem 19.7.7 de
=R =R.Ro.Rg ... Ng...

oldugu gosterildi.
CoziM (vi):
Yukaridaki bagintilardan

c<ccc...c...
=c.Ny
= 2% g% g% g%o
- (2%)"
— 9N’
= 9o

=cC

yazilabilir.

Cozim (vid):

c<ct+ctect+--t+ect---
:C.NO
SC.C.C"'C"'

Mo

=c¢ ((vi)dan)

yazilabilir. Buradan
c<eg<c=cec=cNg

esitligi cikar.



0.1. PROBLEMLER 7

7. R den R ye 2¢ tane fonksiyon oldugunu gosteriniz.
Coziom:
F ={f|f : R — R} olsun. F' = R® dir. Bunun nicelik say1s1

H(F) = n (RR) — ¢ = (2N0)c _ (2)6,}(0 _9c
olur. Son esitligi yazarken Problem 6 — (v) egitligi kullamilmigtar.

8. R den R ye ¢ = 2%0 tane siirekli fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziom:

C={f|f:R — R siirekli} olsun. Bir f fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in
yogun bir alt kiime tizerinde siirekli olmasi gerekli ve yeterlidir. Ayrica,
salt metrige gore R Birinci Sayilabilme Belitini sagladigindan, R {izerinde
bir fonksiyonun siirekli olmas: igin gerekli ve yeterli kogul dizisel siirekli
olmasidir. Buna gore her f € C yerine f nin Q yogun alt kiimesine kisit-
lanmig fiop : @ — R fonksiyonunu alabiliriz. f <+ fio bire bir ve orten
bir eslesmedir. Simgeleri basitlegtirmek icin f|o yerine fqg simgesini kul-
lanalim. Buna gore, Cg = {fg|fq : Q = R siirekli} olmak iizere C =~ Cq
olacaktir. Eggiiclii bu iki kiimenin nicelik sayilari esittir. Oyleyse, agagidaki
bagintilar1 yazabiliriz.

dir. F = RR dir. Bunun nicelik say1st
() = (B%) = ¢ = (2%)° = ()N =2
olur.
9. Cebirsel olmayan gercel sayilara transandant sayilar denilir. Bu sayilarin
niceliginin ¢ oldugunu gosteriniz.
Coziom:
Cebirsel sayilar kiimesininsayilabilir oldugu Teorem 17.3.7 ile gosterilmigtir.

Cebirsel sayilar: C'ile, transandant sayilar: T ile gosterelim. R = CUT ve
CNT =0 dir.

R=CUT =y(R)=4(C)+1(7T)
bagintist kullanilirsa, C' sayilabilir bir kiime oldugundan 7' nin sayillamaz
sonsuz bir kiime oldugu goriiliir. Ote yandan, Teorem 17.3.3 geregince,
CUT =T = §(CUT) = y(T) olacaktir. Bunu yukaridaki bagint1 ile
birlegtirirsek,

B(R) = ¢ = §(C) +4(T) = &(T)

esitligi bulunur.



10.

11.

12.

13.

14.

a < b ise her d nicelik sayisi i¢in
a+d<b+d ve ad<bd
oldugunu gosteriniz.
COozUM:
(bkz. Onerme 19.5.3)

a,b,d herhangi ii¢ nicelik sayis: ise

a<b=a<b?
b<d=a’<a
oldugunu gosteriniz.
CozoMm:
(bkz. Onerme 19.5.3)

Bir kiimeler ailesi {izerindenicelik sayilarinin esgit olmas: bagintisinin bir
denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.

CoziMm:

A~ B < y(A)=4(B)

diye tanimlanan ~ bagmntisinin (8.1) — (8.3) kogullarim sagladig kolayca
goriiliir.

w® nin sayilamaz oldugunu gosteriniz.

Cozim:

Hu) = Ny = o
oldugr Ornek 19.7.7 de gosterildi.
A={0}, B={%|n=1,2,3,...} olmak iizere

%, reA
@)= 1% =€B
z ze[0,1]—AUB

fonksiyonu tammlaniyor. f nin [0,1] kapali arahgindan (0,1) agik ar-
aligia orten bir fonksiyon oldugunu ama bire-bir olmadigim gosteriniz.
Buradan [0,1] ile (0, 1) araliklarinin nicelik sayilarinin ayni oldugu sonu-
cunu cikariniz.

CozuM:

f nin orten oldugu apagiktir. f(0) = 1/2 ve f(1) = 1/2 oldugundan
fonksiyon bire-bir degildir.
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