
0.1. PROBLEMLER 1

19.8. PROBLEMLER

//

0.1 PROBLEMLER

//

1. a herhangi bir nicelik say�s� ise

(i) a+ 0 = a, a0 = 0, a0 = 1 oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

A³a§�daki kümelerin e³güçlülü§ünden nicelik say�lar� için istenen e³it-
likler elde edilebilir: \(A) = a olan bir A kümesi dü³ünelim.

A ∪ ∅ ≈ A⇒ \(A ∪ ∅) = \(A)

⇒ a+ 0 = a

A× ∅ ≈ ∅ ⇒ a.0 = 0

A∅ = F = {f |f : ∅ → A}
= F = {f : ∅ → ∅}
⇒ \(A∅) = \(F ) = 1

⇒ a0 = 1

(ii) (ii) 1a = a, a1 = a, 1a = 1 oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

A³a§�daki kümelerin e³güçlülü§ünden nicelik say�lar� için istenen e³it-
likler elde edilebilir: \(A) = a olan bir A kümesi dü³ünelim ve her-
hengi bir x ö§esini seçelim. \({x}) = 1 dir. Buna göre

A× {x} ≈ A⇒ \(A× {x}) = \(A)

⇒ a.1 = a

A{x} = F = {f |f : {x} → A}
⇒ \(A{x}) = \(F ) = a

{x}A = G = {f : A→ {x}
⇒ \({x}A) = \(G) = 1

⇒ 1a = 1
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2. a ile b herhangi iki nicelik say�s� ise

ab = 0⇔ (a = 0 ∨ b = 0)

ab = 1⇔ (a = 1 ∧ b = 1)

ab= 0 <=> (a= 0 V b= 0) ab=1 <=> (a= l A b= 1) oldu§unu gös-
teriniz.

Çözüm:

\(A) = a ve \(B) = b olan A ve B kümelerini alal�m. ve herhengi bir x ∈ A
ö§esini seçelim. \({x}) = 1 dir. Buna göre

a.b = 0⇔ \(A)× \(B) = \(∅)
⇔ \(A×B) = \(∅)
⇔ A×B ≈ ∅
⇔ A = ∅weeB = ∅
⇔ \(A) = ∨\(B) = 0

\(A) = a ve \(B) = b olan A ve B kümelerini ile herhengi bir x, y ö§elerini
seçelim. \({x}) = \({x}) = 1 dir. Buna göre

a.b = 1⇔ \(A)× \(B) = 1

⇔ \(A×B) = 1

⇔ A×B ≈ \({x} × {y})
⇔ A =≈ ({x}) ∧B =≈ ({y})
⇔ \(A) = 1 ∧ \(B) = 1

ç�kar.

3. a sonsuz bir nicelik say�s� ve n sonlu bir nicelik say�s� ise a+n = a oldu§unu
gösteriniz.

Çözüm: a = \(A) ve n = \(B) olsun. B sonludur, dolay�s�yla say�labilir.
Teorem 17.3.3 uyar�nca A sonsuz ve B say�labilir bir küme ise A∪B ≈ A
d�r. (19.1) ve (19.2) ba§�nt�lar�ndan,

A ∪B ≈ A⇒ a+ n = a

ç�kar.

4. a sonsuz bir nicelik say�s� ise a+ ℵ0 = a oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

a sonsuz⇒ a ≥ ℵ0
⇒ (∃b)a = b+ ℵ0
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olur. Buradan

a+ ℵ0 = (b+ ℵ0) + ℵ0
= b+ (ℵ0 + ℵ0)
= b+ 2ℵ0
= b+ ℵ0
= a

ç�kar. Kar³�t olarak,

a+ ℵ0 = a⇒ a ≥ ℵ0
⇒ a sonsuz

olur.

5. n sonlu bir nicelik say�s� ise

(i) n.ℵ0 =

n kez︷ ︸︸ ︷
ℵ0 + ℵ0 + ℵ0 + . . .ℵ0 = ℵ0

(ii) (ℵ0)n =

n kez︷ ︸︸ ︷
ℵ0.ℵ0.ℵ0. . . .ℵ0 = ℵ0

(iii) nc =

n kez︷ ︸︸ ︷
c+ c+ . . .+ c = c

(iv) cn =

n kez︷ ︸︸ ︷
c.c.c . . . .c = c

oldu§unu gösteriniz.

Do§al say�lar kümesini ω ile, gerçel say�lar kümesini R ile gösterelim.
\(ω) = ℵ0 ve \(R) = ℵ1 = c simgelerini kullanaca§�z.

Çözüm (i):

{Ai :\(Ai) = ℵ0,i = 1, 2, 3, . . . n, (i 6= j ⇒ Ai ∩Aj = ∅) ko³ulunu sa§layan
sonlu bir kümeler ailesi seçelim. Sonuç 17.3.1 uyar�nca say�labilir kümelerin
sonlu tanesinin bile³imi say�labilir bir kümedir. Buradan

ω ≈
n⋃

i=1

Ai ⇒ ℵ0 = n.ℵ0 =

n kez︷ ︸︸ ︷
ℵ0 + ℵ0 + . . .+ ℵ0

ç�kar.

Çözüm (ii):

{Ai : \(Ai) = ℵ0,i = 1, 2, 3, . . . n ko³ulunu sa§layan sonlu bir kümeler
ailesi seçelim. Sonuç 17.3.2 uyar�nca say�labilir kümelerin sonlu tanesinin
kartezyen çarp�m� say�labilir bir kümedir. Buradan

ω ≈
n∏

i=1

Ai ⇒ ℵ0 = (ℵ0)n =

n kez︷ ︸︸ ︷
ℵ0.ℵ0. . . . .ℵ0
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ç�kar.

Çözüm (iii):

Örnek 19.6.7 ve (i) e³itli§i kullan�l�rsa, nicelik say�lar� aritmeti§inden,

c ≤ 2.c

= 2.2ℵ0

≤ 2ℵ0 .2ℵ0

=
(
2ℵ0
)2

= 22.ℵ0

= 2ℵ0 (i) e³itli§inden

= c

yaz�labilir. Buradan c ≤ 2.c ≤ c ⇒ c = 2.c sonucu ç�kar. Art�k Sonlu
Tümevar�m �lkesinden, istenen ba§�nt� ç�kar�labilir.

Çözüm (iv):

Rn = R× R× · · · × R

e³itli§inde Örnek 19.6.7 ve (i) ba§�nt�lar� kullan�l�rsa, nicelik say�lar� ar-
itmeti§inden,

\(Rn) = (2ℵ0)n = 2n.ℵ0 = 2ℵ0 = c

yaz�labilir. Buradan,
cn = \(Rn) = c

sonucu ç�kar.

6. A³a§�daki e³itlikleri sa§lay�n�z:

(i) ℵ0 = 1 + 2 + 3 + . . . n+ . . .

(ii) ℵ0 = 1 + 22 + 23 + . . . 2n + . . .

(iii) ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 + ℵ0 + · · ·+ ℵ0 + · · · = ℵ0.ℵ0
(iv) c = 1.2.3.4 . . . n . . .

(v) c = ℵ0.ℵ0.ℵ0 · · · ℵ0 · · · = ℵℵ0
0

(vi) c = c.c.c . . . = cℵ0

(vii) c = c+ c+ c+ · · ·+ c+ · · · = c.ℵ0

Çözüm (i):

Her n ∈ N için \(An) = n olan ayr�k bir {An} kümeler dizisi alal�m.
An kümelerinin her biri sonludur; dolay�s�yla herbirisi say�labilir. Teorem
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17.3.5 uyar�nca, say�labilir say�da say�labilir kümelerin bile³imi say�labilir.
O halde

N ≈
∞⋃

n=1

An ⇒ \(N) =
∞∑

n=1

\(An)

⇒ ℵ0 =

∞∑
n=1

n

⇒ ℵ0 = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ · · ·

ç�kar.

Çözüm (ii):

Her n ∈ N için \(An) = n olan ayr�k bir {An} kümeler dizisi alal�m. An

kümelerinin her biri sonludur. Önerme 18.3.7 uyar�nca P(An) ≈ 2An

dir. An sonlu oldu§undan 2An sonludur, dolay�s�yla say�labilir. Teorem
17.3.5 uyar�nca, say�labilir say�da say�labilir kümelerin bile³imi say�labilir.
O halde

N ≈
∞⋃

n=0

P(An)⇒ \(N) =
∞∑

n=0

\(P(An))

⇒ ℵ0 =

∞∑
n=0

\(2An)

⇒ ℵ0 =

∞∑
n=0

\(2n)

⇒ ℵ0 = 1 + 22 + 23 + · · ·+ 2n + · · ·

olur.

Çözüm (iii):

Her n ∈ N için An ≈ ω ve \(An) = ℵ0 olan ayr�k bir {An} kümeler
dizisi alal�m. An kümelerinin her biri say�labilir. Teorem 17.3.5 uyar�nca,
say�labilir say�da say�labilir kümelerin bile³imi say�labilir. O halde

N ≈
∞⋃

n=0

An ⇒ \(N) =
∞∑

n=0

\(An)

⇒ ℵ0 =

∞∑
n=0

n

⇒ ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 + ℵ0 + · · ·+ ℵ0 + · · · = ℵ0.ℵ0

ç�kar.

Çözüm (iv):
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Yukar�daki sonuçlar� kullanarak

1.2.3.4 . . . n . . . ≤ ℵ0.ℵ0.ℵ0 . . .ℵ0 . . .
= (ℵ0)ℵ0

= c (Teorem 19.7.7 den)

yazabiliriz. Bu ise c ≤ 1.2.3.4 . . . n . . . ≤ c demektir; ki buradan

c = 1.2.3.4 . . . n . . .

e³itli§i ç�kar.

Çözüm (v):

Teorem 19.7.7 de

c = ℵℵ0
0 = ℵ0.ℵ0.ℵ0 . . .ℵ0 . . .

oldu§u gösterildi.

Çözüm (vi):

Yukar�daki ba§�nt�lardan

c ≤ c.c.c . . . c . . .

= c.ℵ0
= 2ℵ0 .2ℵ0 .2ℵ0 . . . 2ℵ0 . . .

=
(
2ℵ0
)ℵ0

= 2ℵ0
2

= 2ℵ0

= c

yaz�labilir.

Çözüm (vii):

c ≤ c+ c+ c+ · · ·+ c+ · · ·
= c.ℵ0
≤ c.c.c · · · c · · ·
= cℵ0

= c ((vi) dan )

yaz�labilir. Buradan
c ≤ c.ℵ0 ≤ c⇒ c = c.ℵ0

e³itli§i ç�kar.
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7. R den R ye 2c tane fonksiyon oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

F = {f |f : R→ R} olsun. F = RR dir. Bunun nicelik say�s�

\(F ) = \
(
RR) = cc = (2ℵ0)c = (2)c.ℵ0 = 2c

olur. Son e³itli§i yazarken Problem 6− (v) e³itli§i kullan�lm�³t�r.

8. R den R ye c = 2ℵ0 tane sürekli fonksiyon oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

C = {f |f : R→ R sürekli} olsun. Bir f fonksiyonunun sürekli olmas� için
yo§un bir alt küme üzerinde sürekli olmas� gerekli ve yeterlidir. Ayr�ca,
salt metri§e göre R Birinci Say�labilme Belitini sa§lad�§�ndan, R üzerinde
bir fonksiyonun sürekli olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul dizisel sürekli
olmas�d�r. Buna göre her f ∈ C yerine f nin Q yo§un alt kümesine k�s�t-
lanm�³ f|Q : Q → R fonksiyonunu alabiliriz. f ↔ f|Q bire bir ve örten
bir e³le³medir. Simgeleri basitle³tirmek için f|Q yerine fQ simgesini kul-
lanal�m. Buna göre, CQ = {fQ|fQ : Q→ R sürekli} olmak üzere C ≈ CQ
olacakt�r. E³güçlü bu iki kümenin nicelik say�lar� e³ittir. Öyleyse, a³a§�daki
ba§�nt�lar� yazabiliriz.

C ≈ CQ ⇔ \(C) = \(CQ)

⇔ \(C) = \(RQ)

⇔ \(C) = cℵ0

⇔ \(C) = c

dir. F = RR dir. Bunun nicelik say�s�

\(F ) = \
(
RR) = cc = (2ℵ0)c = (2)c.ℵ0 = 2c

olur.

9. Cebirsel olmayan gerçel say�lara transandant say�lar denilir. Bu say�lar�n
niceli§inin c oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

Cebirsel say�lar kümesininsay�labilir oldu§u Teorem 17.3.7 ile gösterilmi³tir.

Cebirsel say�lar� C ile, transandant say�lar� T ile gösterelim. R = C ∪T ve
C ∩ T = ∅ dir.

R = C ∪ T ⇒ \(R) = \(C) + \(T )

ba§�nt�s� kullan�l�rsa, C say�labilir bir küme oldu§undan T nin say�lamaz
sonsuz bir küme oldu§u görülür. Öte yandan, Teorem 17.3.3 gere§ince,
C ∪ T ≈ T ⇒ \(C ∪ T ) = \(T ) olacakt�r. Bunu yukar�daki ba§�nt� ile
birle³tirirsek,

\(R) = c = \(C) + \(T ) = \(T )

e³itli§i bulunur.
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10. a ≤ b ise her d nicelik say�s� için

a+ d ≤ b+ d ve ad ≤ bd

oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

(bkz. Önerme 19.5.3)

11. a, b, d herhangi üç nicelik say�s� ise

a ≤ b⇒ ad ≤ bd

b ≤ d⇒ ab ≤ ad

oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

(bkz. Önerme 19.5.3)

12. Bir kümeler ailesi üzerindenicelik say�lar�n�n e³it olmas� ba§�nt�s�n�n bir
denklik ba§�nt�s� oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

A ≈ B ⇔ \(A) = \(B)

diye tan�mlanan ≈ ba§�nt�s�n�n (8.1) − (8.3) ko³ullar�n� sa§lad�§� kolayca
görülür.

13. ωω n�n say�lamaz oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

\(ωω) = ℵℵ0
0 = c

oldu§r Örnek 19.7.7 de gösterildi.

14. A = {0}, B = { 1n |n = 1, 2, 3, . . .} olmak üzere

f(x) =


1
2 , x ∈ A

x
1+2x , x ∈ B

x x ∈ [0, 1]−A ∪B

fonksiyonu tan�mlan�yor. f nin [0, 1] kapal� aral�§�ndan (0, 1) aç�k ar-
al�§�na örten bir fonksiyon oldu§unu ama bire-bir olmad�§�n� gösteriniz.
Buradan [0, 1] ile (0, 1) aral�klar�n�n nicelik say�lar�n�n ayn� oldu§u sonu-
cunu ç�kar�n�z.

Çözüm:

f nin örten oldu§u apaç�kt�r. f(0) = 1/2 ve f(1) = 1/2 oldu§undan
fonksiyon bire-bir de§ildir.
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