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18.2. PROBLEMLER

1.2 PROBLEMLER

1. Asagidaki esgiigliiliikleri gosteriniz:

(a) Bir kiip bir ayritina eggiicliidiir.
CoziuMm:
Her [a,b] araligy [0,1] arahgina esgiiglii oldugundan [0,1] x [0,1] x
[0, 1] kiiplinii diiglinmek yetecektir. Teorem 18.1.3 (Cantor Teoremi)
geregince bir kare bir kenarina eggiicliidiir. O halde,

[0,1] x [0,1] x [0,1] ~ [0,1] x [0,1] = [0, 1] (1.1)

yazilabilir.
(b) Bir kiip bir yiiziine eggiigliidiir.
C0zOM: (??) den ¢ikar. [Teorem 18.1.3 (Cantor Teoremi)].
(¢) Uzay, kendi igindeki bir dogruya eggiigliidiir.
CozuwMm:
Sonuc 18.3.2 geregince her d dogrusu R? ile eggiicliidiir. Buradan,
R? ~ R (1.2)

yazabiliriz.
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(d) Her n € wicin R™ = R dir.
CoziM:
(??) den, her n dogal sayis1 i¢in agagidaki yinelgen (recursive) formiil
isteneni verecektir.

RP=RxR)xRx---xR
:RZXRTL—Q
~R x R" 2
=R? x R"?
~R xR"3

‘xR

Ayni sonuca Sonlu Tiime Varim Yontemiyle de ulagilabilir.

(e) Bir dogru bir yarim ¢embere eggiicliidiir.
CoziM:
B = {(z,y)|x =rcost,y =rsint,—1 <t < 1} kiimesi (0, 0) merkezli
r yarcapl ¢cemberin {ist yarisidir. 7 : B — [—r, r| izdiigiim fonksiyonu
7[(z,y)] = = diye tamimlanir. Bagka bir deyigle (rcost,rsint) — rt
dir. Bu izdiigiim fonksiyonu iist yar1 ¢cemberden [—r, r| arahgina bire
bir ve 6rten bir fonksiyondur. O halde B ~ [—r,r] dir. Her [a, b]
aralig icin [a, b] = [—1,1] &~ [—r,r] oldugundan [a,b] ~ B ¢ikar.

(f) Bir ¢okgenin kenarlari, bu ¢okgenin icine ¢izilen bir gembere eggiicliidiir.
Cozium:
Bunu kiimesel iglemlerle gosterebilecegimiz gibi, basit bir geometrik
yontemle de ispatlayabiliriz. Cokgeni digbiikey kabul edelim. Cok-
genin icine ¢izilen cemberin merkezini, cokgenin kenarlar: iizerindeki
noktalara birlegtiren dogrular: diigiinelim. Bu dogrularin ¢cemberi kestigi
noktalar ile cokgeni kestigi noktalar arasinda bire bir ¢rten bir eslesim
vardir. O halde istenen esgiicliiliik ortaya gikar.

2. Cebirsel olmayan gergel sayilara transandant sayilar denilir. Gosteriniz ki
biitlin transandant sayilar kiimesi R ye esgiicliidiir. Dolayisiyla sayilamaz
sonsuz bir kiimedir.

C0ozi0M: Bu problem 18.4-3. problemde ¢oziiliiyor.

3. Bir A kiimesinin sayilabilir sonsuz olmasi igin gerekli ve yeterli kosul,
sonsuz bir B C A alt kiimesi i¢in B = A olmasidir. Gosteriniz.

CoziMm:
A sonsuz bir kiime ve B C A alt kiimesi sayilabilir sonsuz olsun. B ~ A ise
A kiimesi de sayilabilir olacaktir.
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1.3 ALISTIRMA

1. {A;|i € I} ve {B;|j € I} aileleri veriliyor. Eger her ¢« € I i¢gin A, ~ B,
ise

U4 =B (1.3)

el el
el el

oldugunu gosteriniz.
Cozim:

A, = B, ise, her ¢ € I i¢in bire bir ve ¢rten bir f, : A, — B,, fonksiyonu
a, € A, = f,(a,) = b, € B, vardir. Simdi

f:UA1—>UB“ x €A = flx)= f(x)

1€1 el

fonksiyonunu tanimlayalim. Bunun bir fonksiyon oldugunu gérmek igin
Teorem 10.1.1 ile verilen F1-F2 kogullarinin saglandigini gostermeliyiz.

F1:
x € UAZ:(EZGI)(J::%EAZ)
€1
= f((ﬂ) = f’L(a’L) € B,
= f(x) € UB'
€1
F2:

u:weUAZ:(HZEI)(u:w:aZEAZ)
1€1

= [f(u) = fi(a,) € B A [f(w) = fi(a,) € B)]
=
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f fonksiyonu drten bir fonksiyondur:

ye|JB = (FTeD(y=b€B,)
1€l
= (Ja, € A,)(f.(a,) =b, € B,)

= (3% < Al> (fz(al) =b el B2>

el el
eI el
= <3x€ UAz) (f(z) =ye UBl>
eI el

f fonksiyonu bire-birdir:

(u,wEUfL)/\(u;«éw):>(3i,jGI)(AiBu:ai;éaj:wGAj)

el
= B; 2 bi = fi(a;) # fj(a;) = b; € B,
= f(u) = fila:) # fi(a;) = f(w)
= f(u) # f(w)

2. (Cantor Kimesi) 1883 yilinda Alman matematikgi Georg Cantor tarafin-
dan agiklanan, ama daha 6nce 1875 yilinda Henry John Stephen Smith
tarafindan kurgulandigi anlagilan bu kiime, 6l¢iim kuraminda ve topolo-
jide ilging 6zeliklere sahiptir.

Kiime goyle kurgulaniyor. Ilk adimda [0, 1] araliginin ortasindan tigte biri
atiliyor. Ikinci adimda geriye kalan iki alt arahgm ortalarindaki iicte birlik
araliklar1 atihiyor. Uciincii adimda, geriye kalan dort alt araligin ortalarin-
daki iigte birlik araliklar1 atiliyor. Bu eylem sonsuz kez tekrarlanirsa, geriye
kalan kiimeye Cantor kiimesi (Cantor ternary set) denilir.

Cantor kiimesinin ilging 6zeliklerinden bazilar1 sunlardir:

(a) n -inci adimda kalan araliklari veren bir yinelge formiili kurulabilir.
(b
(c
(d

)
) Bog kiime degildir.

)

)
(e) Salt topolojiye gore kapali bir kiimedir.
(f)

)

)

Sayilamaz sonsuz bir kiimedir.

Her adimda atilan iigte birlik araliklarin toplam uzunlugu 1 dir.
f) Salt topolojiye gore tam bir metrik uzaydir.
(g) Tamamen sinirh bir kiimedir.
(h) Tikiz bir kiimedir.
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(i) Her noktasi bir yigilma noktasidur.

(j) Hig bir i¢ noktast yoktur.

(k) Hig bir yerde yogun degildir.
Bunlar gostermeyi deneyiniz.

YoL GOSTERME: Ardigik adimlarda geriye kalan araliklar sunlardir:

LAdm: [0,3]U[3,1]

2.Adim: [0, L] U

n -inci adimda atilan kiime

_ Cn—l 2 On—l
= (5) o)

Eyleme boyle devam edersek, geriye kalan kisimda hi¢ bir aralik ola-
maz. Olsaydi, bir sonraki adimda onun da ortasindaki i¢te birlik kisim
atilacakti. Bu nedenle, geriye kalan kisma, yani Cantor kiimesine Cantor
tozu adi da verilir. Olciim kuraminda bu kiimenin 6lciimiiniin 0 oldugu
s0yle gosterilir. Her adimda atilan kisimlarin uzunlugunu biliyoruz. Bun-
lar1 toplarsak,

— 1 1 2 4 8 1/ 1
ettt — =2 [ — ] =1 1.
Z3n+1 stot ot T 3(1—2) (15)

n=0 3
olur. [0, 1] araligimin 6l¢iimii (uzunlugu) 1 olduguna gore geriye kalan Can-
tor tozunun Ol¢limii 0 olmalidir.

. Katsayilar1 rasyonel sayilar olan bir polinomun kokii olan sayiya cebirsel
sayr denir. Cebirsel olmayan sayilara transandant sayilar denilir.

(a) Cebirsel sayilarin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

(b) Transandant sayilarin sayilamaz oldugunu gosteriniz.

CoziMm:
Cebirsel sayilar kiimesininsayilabilir oldugu Teorem 17.3.7 ile gosterilmigtir.
Cebirsel sayilar1 C ile, transandant sayilar1 T ile gosterelim. R = CUT ve
CNT =0 dir.

R=CUT = §(R)=14(C) +4(T)
bagintist kullanilirsa, C' sayilabilir pir kiime oldugundan 7" nin sayilamaz
sonsuz bir kiime oldugu goriiliir. Ote yandan, Teorem 17.3.3 geregince,
CUT =T = g(CUT) = {(T) olacaktir. Bunu yukaridaki bagint1 ile
birlegtirirsek,

G(R) = ¢ =14(C) +4(T) = 4(T)

esitligi bulunur.
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