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20.4.1.PROBLEMLER

1.

Tam sirali kiimeler arasindaki egsiralilik bagintisinin bir denklik bagintisi
oldugunu gosteriniz.

CozioMm:

Tam sirali kiimelerden olugan bir aileyi 7 ile gosterelim. A, B € . i¢in
A~B <& 3df: A— B [ esyap: doniisiimi (1)

bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in, Tanim
8.1.1 uyarica = bagintisinin yansiyan, simetrik ve gecisli bir baginti oldugunu
gostermeliyiz.

BAGINTI YANSIMALIDIR: Her A € F igin 14 : A — A, I4(z) = x dzdeslik
doniigtimii bir egsira dontiglimiidiir. O halde A =~ A dir.

BAGINTI SIMETRIKTIR: A ~ B ise bir f: A — B egsira doniigimii vardur.
Bu durumda f~! : B — A ters doniisiimii de bir egsira doniisiimiidiir. O
halde B ~ A duir.

BAGINTI GEGISLIDIR: A~ Bve BrC(Cise f: A— Bveg: B — C egsira
doniigimleri vardir. Bu durumda gof : A — C bilegke dongsiimii de egsira
doniigiimii olur. Dolayisiyla A =~ C olacaktir.

Tam sirali bir kiimenin iyi sirali olmasi icin gerekli ve yeterli kogul azalan
sonsuz bir diziyi kapsamamasidir (Bagka bir deyigle, dogal sirada negatif
tamsayilara egsirali bir diziye sahip olmamasidir). Gdsteriniz.

GEREKLIGI:

(X, %) tam sirali bir kiime olsun. Bu kiimenin iyi sirali olmast igin, her alt
kiimesinin en kii¢iik (minimum) 6gesinin olmas: gerekir. A ={a_, : n €
N} azalan bir dizi olsun. Her n i¢in a(—p—1) < a_, oldugundan A C X
altkiimesinin en kii¢iik (minimum) 6gesi yoktur. Oyleyse (X, <) iyi sirali
degildir.

YETERLIGI:

X iginde hi¢ bir azalan sonsuz dizi var olmasm. (X, <) iyi-sirali degilse,
en kiiciik 6gesi olmayan bir B C X alt kiimesi vardir. B sonsuz olmak
zorundadir. Ciinkii, tam sirali bir sistemde her sonlu alt kiimenin en kii¢iik
ve en biiyiik 6geleri vardir. Ayrica, tamsirali bir kiimenin her alt kiimesi de
tam sirali oldugundan B tam sirali ve sonsuz bir alt-kiimedir. Herhangi bir
by € B 0gesi segelim. by 6gesi By kiimesinin en kii¢lik 6gesi olmadigindan



By ={z|x € A, & <bp} # 0 dir. O halde bir by =€ By 5gesi segebiliriz.
Benzer diigliniigle, b; 6gesi By kiimesinin en kiiciik 6gesi olmadigindan
By ={z|x € A, x < by} # 0 dir. O halde bir by =€ B; 5gesi segebiliriz.
X tam siral oldugundan b; < by olur. Bu igleme devam edersek,

(by) | bns1y < by, (n=0,1,2,...)

azalan dizisini olugturabiliriz. Bu bir celigkidir. Oyleyse kabuliimiiz yan-
lhigtir; dolayisiyla (X, <) iyi-sirali bir sistemdir.

(X, <) tam sirali bir kiime olsun. Her A C X alt kiimesinin hem ilk hem
son 6gesi varsa, gosteriniz ki X sonlu bir kiimedir.

CozowMm:

Her altkiimesinin ilk (en kiigiik) 6gesi var olduguna gore (X, <) iyi-siral
bir kiimedir. Olmayana Ergi Yontemini uygulayacagiz. X sonsuz olsun.
Bir bir zy € X 6gesi secelim. Ag = {z |z € X, z < 20} # 0 dir. Bunun en
biiyiik 6gesine 1 diyelim. (X, <) tam sirali bir kiime oldugundan z; < xg
dur. Bu igleme devam edersek,

(Zn) | T(ns1) < Tny (n=0,1,2,..))

azalan dizisini olugturabiliriz. Onceki problem geregince, bu sonug (X, <)
iyi-sirali olmasi varsayimi ile ¢eligir. Oyleyse kabuliimiiz yanligtir; dolayisiyla
(X, %) sonlu bir kiimedir.

Iyi-sirali olma kosulu yerine tam-sirali olma kosulu alinirsa, Teorm 4.3.1,
Teorem 4.3.2 ve Teorm 4.3.3 hiikiimlerinin saglanmayacagini birer kargit
ornek ile gosteriniz.

CozoM:

20.4.1 igin Karsit Ornek: (Z, <) tam siral sistemini diigiinelim. Her k € Z
icin f : Z — Z doniigiimiini f(k) = k — 1 bi¢iminde tanimlayalim. Bu
doniigiim bir egsira doniisiimiidiir ve her k € Z i¢in f(k) < k kosulunu
saglar. O halde tam sirali kiimelerde Teorem 20.4.1 gegerli olmayabilir.
20.4.2 i¢in Karsit Ornek: Yukaridaki egsira doniimiinden farkh olarak,
k € Zigin f : Z — Z doniigtimiini f(k) = k—2 bi¢iminde tanimlayalim. Bu
doniisiim bir egsira doéniistimiidiir. Daha genel olarak, ng sabit bir tamsay1
olmak {izere k — k 4 ny doniigiimleri birer egsira doniigiimiidiir; yani Z
den Z ye birden ¢ok egsira doniigiimii vardir. O halde tam siral kiimelerde
Teorem 20.4.2 gecerli olmayabilir.

20.4.3 igin Karsit Ornek: 7 icinde W, = {k| k < 1} 6n-boliigiinii diigiine-
lim. Her k € Z i¢in f : Z — W; doniiglimiini

—2n k=-n
flk)y=<0 k=0
-2n+1 k=n
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bi¢ciminde tanimlayalim. Bu doniisiim tam sirali Z kiimesinden W; o6n-
boliigiine bir egsira doniigiimiidiir. O halde tam sirali kiimelerde Teorem
20.4.3 gecerli olmayabilir.

5. Tam sirali 6yle bir A kiimesi ve bir f : A — A egsira doniigiimii bulunuz
ki, f doniigiimiiniin sabit noktasi olmasin; yani her x € A i¢in f(z) # x
olsun.

CoziM:

Her k € Z i¢in f(k) = k + 1 diye tanimlanan f : Z — Z fonksiyonu bir
egsira doniiglimiidiir ve her k € Z i¢in f(k) # k kogulunu saglar. O halde
bu doniigiimiin bir sabit noktas: yoktur.

20.8.1 PROBLEMLER

1. Boliiksel bir kiimenin biitiin alt - kiimeleri kiimesinin, yani kuvvet kiimesinin,
kapsamaya gore iyi sirall olmadigini gosteriniz.
CoziMm:

Bir X kiimesinin &?(X) kuvvet kiimesi C kapsama bagintisina gore tam
sirali degildir. Iyi sirali sistemler tam sirali olmak zorundadir. Dolayisiyla
béliiksel olsun ya da olmasin bir X kiimesi i¢in (£(X), C) sistemi iyi sirali
degildir.

2. A, B,C, D birbirlerinden ayrik ve tam sirali kiimeler olsun. A = C, B = D
ise AW B = C'¢ D oldugunu gésteriniz.

CozoM:

(A,<),(B,3),(C,=x), (D, X) birbirlerinden ayrik ve tam siral kiimeler ol-
sun. Bilegim kiime iizerinde bir sira yapisi oldugunu gostermek icin AwB =
AUBve CWD =CUD yaayoruz. f : A — C ve g : B — D egsira
doniigimleri olmak iizere fWwg = h : AW B — C W D doniigiimiiniin

bir egsira doniigiimii oldugunu gostermeliyiz. A W B iizerindeki siralama
bagintisini

r=<y, T,y€A
rSye ey, rxc€AANyeB
r3y, xyeB

bi¢iminde ve C'W D {izerindeki siralama bagintisini

u<v, u,veC
uZveiusv, ueCAveD
u=<v, u,v€E€D

bigiminde tamimlayalim. Bu durumda (AW B, 5) ve (C'W D, 3) sistemleri
tam sirali iki sistem olur. Bilindigi gibi h = f W ¢ doniigiimi bbo dir (bkz.



Sonug 18.3.1). f(z) = u ve g(y) = v konumu yapilirsa, h fonksiyonunun,
yukarida tanimlanan siralamayi korudugu goriilebilir. Oyleyse, A W B =
Cwy D dir.
Sira sayilari i¢in toplama igleminin birlegebilir oldugunu gosteriniz.
CoziMm:
a =1(A4),b=4(B),c=4(C) olsun ve A, B,C kiimeleri iyi sirah olsunlar.
Onceki problemde uygulanan yontemle

AW (BW(C) = (AUB)WwC
oldugu kolayca goriiliir. Buradan

a®bdC)=(a®b) B¢

esitligi cikar.
a,b, c sira sayilar1 ve a @ b = a ® c ise b = ¢ oldugunu gosteriniz.
CoziuMm:
a=4(A),b=4(B),c=14(C) olsun ve A, B, C kiimeleri iyi sirali olsunlar.

AyB=Aw(C & B=C
bagintisi istemneni verecektir.

. Iyi sirali her sonlu kiime bir dogal sayi ile esyapilidir. Gésteriniz.

CozoMm:

A ={ag,a1,as,...,a,}iyi sirali sonlu bir kiime ise f(a;)i, (¢ =0,1,2,...,b)
doéniigiimit A dan {0,1,2,...,n} bbo dir. (15.1) ve (20.9) esitlikleri kul-
lanilirsa istenen gikar.

. Her dogal say, iyi sirali sonlu bir sayiya egyapilidir.

CoziuMm:

Onceki soruda gosterildi.



