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20. Bölüm

SIRA SAYILARI

0.1 G�R��

20.4.1.PROBLEMLER

1. Tam s�ral� kümeler aras�ndaki e³s�ral�l�k ba§�nt�s�n�n bir denklik ba§�nt�s�
oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

Tam s�ral� kümelerden olu³an bir aileyi T ile gösterelim. A,B ∈ T için

A ≈ B ⇔ ∃f : A→ B f e³yap� dönü³ümü (1)

ba§�nt�s�n�n bir denklik ba§�nt�s� oldu§unu gösterece§iz. Bunun için, Tan�m
8.1.1 uyar�ca≈ ba§�nt�s�n�n yans�yan, simetrik ve geçi³li bir ba§�nt� oldu§unu
göstermeliyiz.

Ba§�nt� yans�mal�d�r: Her A ∈ T için IA : A→ A, IA(x) = x özde³lik
dönü³ümü bir e³s�ra dönü³ümüdür. O halde A ≈ A d�r.

Ba§�nt� simetriktir: A ≈ B ise bir f : A→ B e³s�ra dönü³ümü vard�r.
Bu durumda f−1 : B → A ters dönü³ümü de bir e³s�ra dönü³ümüdür. O
halde B ≈ A d�r.

Ba§�nt� geçi³lidir: A ≈ B ve B ≈ C ise f : A→ B ve g : B → C e³s�ra
dönü³ümleri vard�r. Bu durumda gof : A→ C bile³ke dön§³ümü de e³s�ra
dönü³ümü olur. Dolay�s�yla A ≈ C olacakt�r.

2. Tam s�ral� bir kümenin iyi s�ral� olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul azalan
sonsuz bir diziyi kapsamamas�d�r (Ba³ka bir deyi³le, do§al s�rada negatif
tamsay�lara e³s�ral� bir diziye sahip olmamas�d�r). Gösteriniz.

Gerekli§i:

(X,�) tam s�ral� bir küme olsun. Bu kümenin iyi s�ral� olmas� için, her alt
kümesinin en küçük (minimum) ö§esinin olmas� gerekir. A = {a−n : n ∈
N} azalan bir dizi olsun. Her n için a(−n−1) < a−n oldu§undan A ⊂ X

altkümesinin en küçük (minimum) ö§esi yoktur. Öyleyse (X,�) iyi s�ral�
de§ildir.

Yeterli§i:

X içinde hiç bir azalan sonsuz dizi var olmas�n. (X,�) iyi-s�ral� de§ilse,
en küçük ö§esi olmayan bir B ⊂ X alt kümesi vard�r. B sonsuz olmak
zorundad�r. Çünkü, tam s�ral� bir sistemde her sonlu alt kümenin en küçük
ve en büyük ö§eleri vard�r. Ayr�ca, tams�ral� bir kümenin her alt kümesi de
tam s�ral� oldu§undan B tam s�ral� ve sonsuz bir alt-kümedir. Herhangi bir
b0 ∈ B ö§esi seçelim. b0 ö§esi B0 kümesinin en küçük ö§esi olmad�§�ndan
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B0 = {x |x ∈ A, x ≺ b0} 6= ∅ dir. O halde bir b1 =∈ B0 ö§esi seçebiliriz.
Benzer dü³ünü³le, b1 ö§esi B0 kümesinin en küçük ö§esi olmad�§�ndan
B1 = {x |x ∈ A, x ≺ b0} 6= ∅ dir. O halde bir b2 =∈ B1 ö§esi seçebiliriz.
X tam s�ral� oldu§undan b1 ≺ b0 olur. Bu i³leme devam edersek,

(bn) | b(n+1) ≺ bn, (n = 0, 1, 2, . . .)

azalan dizisini olu³turabiliriz. Bu bir çeli³kidir. Öyleyse kabulümüz yan-
l�³t�r; dolay�s�yla (X,�) iyi-s�ral� bir sistemdir.

3. (X,�) tam s�ral� bir küme olsun. Her A ⊂ X alt kümesinin hem ilk hem
son ö§esi varsa, gösteriniz ki X sonlu bir kümedir.

Çözüm:

Her altkümesinin ilk (en küçük) ö§esi var oldu§una göre (X,�) iyi-s�ral�
bir kümedir. Olmayana Ergi Yöntemini uygulayaca§�z. X sonsuz olsun.
Bir bir x0 ∈ X ö§esi seçelim. A0 = {x |x ∈ X, x ≺ x0} 6= ∅ dir. Bunun en
büyük ö§esine x1 diyelim. (X,�) tam s�ral� bir küme oldu§undan x1 ≺ x0

dur. Bu i³leme devam edersek,

(xn) |x(n+1) ≺ xn, (n = 0, 1, 2, . . .)

azalan dizisini olu³turabiliriz. Önceki problem gere§ince, bu sonuç (X,�)
iyi-s�ral� olmas� varsay�m� ile çeli³ir. Öyleyse kabulümüz yanl�³t�r; dolay�s�yla
(X,�) sonlu bir kümedir.

4. �yi-s�ral� olma ko³ulu yerine tam-s�ral� olma ko³ulu al�n�rsa, Teorm 4.3.1,
Teorem 4.3.2 ve Teorm 4.3.3 hükümlerinin sa§lanmayaca§�n� birer kar³�t
örnek ile gösteriniz.

Çözüm:

20.4.1 için Kar³�t Örnek: (Z,≤) tam s�ral� sistemini dü³ünelim. Her k ∈ Z
için f : Z → Z dönü³ümünü f(k) = k − 1 biçiminde tan�mlayal�m. Bu
dönü³üm bir e³s�ra dönü³ümüdür ve her k ∈ Z için f(k) < k ko³ulunu
sa§lar. O halde tam s�ral� kümelerde Teorem 20.4.1 geçerli olmayabilir.

20.4.2 için Kar³�t Örnek: Yukar�daki e³s�ra dönümünden farkl� olarak,
k ∈ Z için f : Z→ Z dönü³ümünü f(k) = k−2 biçiminde tan�mlayal�m. Bu
dönü³üm bir e³s�ra dönü³ümüdür. Daha genel olarak, n0 sabit bir tamsay�
olmak üzere k → k ± n0 dönü³ümleri birer e³s�ra dönü³ümüdür; yani Z
den Z ye birden çok e³s�ra dönü³ümü vard�r. O halde tam s�ral� kümelerde
Teorem 20.4.2 geçerli olmayabilir.

20.4.3 için Kar³�t Örnek: Z içinde W1 = {k | k < 1} ön-bölü§ünü dü³üne-
lim. Her k ∈ Z için f : Z→W1 dönü³ümünü

f(k) =


−2n k = −n
0 k = 0

−2n+ 1 k = n
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biçiminde tan�mlayal�m. Bu dönü³üm tam s�ral� Z kümesinden W1 ön-
bölü§üne bir e³s�ra dönü³ümüdür. O halde tam s�ral� kümelerde Teorem
20.4.3 geçerli olmayabilir.

5. Tam s�ral� öyle bir A kümesi ve bir f : A→ A e³s�ra dönü³ümü bulunuz
ki, f dönü³ümünün sabit noktas� olmas�n; yani her x ∈ A için f(x) 6= x
olsun.

Çözüm:

Her k ∈ Z için f(k) = k + 1 diye tan�mlanan f : Z → Z fonksiyonu bir
e³s�ra dönü³ümüdür ve her k ∈ Z için f(k) 6= k ko³ulunu sa§lar. O halde
bu dönü³ümün bir sabit noktas� yoktur.

20.8.1 PROBLEMLER

1. Bölüksel bir kümenin bütün alt - kümeleri kümesinin, yani kuvvet kümesinin,
kapsamaya göre iyi s�ral� olmad�§�n� gösteriniz.

Çözüm:

Bir X kümesinin P(X) kuvvet kümesi ⊂ kapsama ba§�nt�s�na göre tam
s�ral� de§ildir. �yi s�ral� sistemler tam s�ral� olmak zorundad�r. Dolay�s�yla
bölüksel olsun ya da olmas�n bir X kümesi için (P(X),⊂) sistemi iyi s�ral�
de§ildir.

2. A,B,C,D birbirlerinden ayr�k ve tam s�ral� kümeler olsun. A ∼= C,B ∼= D
ise A ]B ∼= C ]D oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

(A,�), (B,-), (C,4), (D,2) birbirlerinden ayr�k ve tam s�ral� kümeler ol-
sun. Bile³im küme üzerinde bir s�ra yap�s� oldu§unu göstermek için A]B =
A ∪ B ve C ] D = C ∪ D yaz�yoruz. f : A → C ve g : B → D e³s�ra
dönü³ümleri olmak üzere f ] g = h : A ] B → C ] D dönü³ümünün
bir e³s�ra dönü³ümü oldu§unu göstermeliyiz. A ] B üzerindeki s�ralama
ba§�nt�s�n�

x / y ⇔


x � y, x, y ∈ A

x � y, x ∈ A ∧ y ∈ B

x - y, x, y ∈ B

biçiminde ve C ]D üzerindeki s�ralama ba§�nt�s�n�

u w v ⇔


u 4 v, u, v ∈ C

u 4 v, u ∈ C ∧ v ∈ D

u 2 v, u, v ∈ D

biçiminde tan�mlayal�m. Bu durumda (A]B,/) ve (C ]D,w) sistemleri
tam s�ral� iki sistem olur. Bilindi§i gibi h = f ] g dönü³ümü bbö dir (bkz.
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Sonuç 18.3.1). f(x) = u ve g(y) = v konumu yap�l�rsa, h fonksiyonunun,
yukar�da tan�mlanan s�ralamay� korudu§u görülebilir. Öyleyse, A ] B ∼=
C ]D dir.

3. S�ra say�lar� için toplama i³leminin birle³ebilir oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

a = \(A), b = \(B), c = \(C) olsun ve A,B,C kümeleri iyi s�ral� olsunlar.
Önceki problemde uygulanan yöntemle

A ] (B ] C) ∼= (A ]B) ] C

oldu§u kolayca görülür. Buradan

a⊕ (b⊕ C) = (a⊕ b)⊕ c

e³itli§i ç�kar.

4. a, b, c s�ra say�lar� ve a⊕ b = a⊕ c ise b = c oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

a = \(A), b = \(B), c = \(C) olsun ve A,B,C kümeleri iyi s�ral� olsunlar.

A ]B ∼= A ] C ⇔ B ∼= C

ba§�nt�s� istemneni verecektir.

5. �yi s�ral� her sonlu küme bir do§al say� ile e³yap�l�d�r. Gösteriniz.

Çözüm:

A = {a0, a1, a2, . . . , an} iyi s�ral� sonlu bir küme ise f(ai)i, (i = 0, 1, 2, . . . , b)
dönü³ümü A dan {0, 1, 2, . . . , n} bbö dir. (15.1) ve (20.9) e³itlikleri kul-
lan�l�rsa istenen ç�kar.

6. Her do§al say�, iyi s�ral� sonlu bir say�ya e³yap�l�d�r.

Çözüm:

Önceki soruda gösterildi.


