Bolim 15

DOGAL SAYILAR

15.1 DOGAL SAYILARIN KURULUSU

Tarihte hemen her toplum sayma eylemini yapabilmigtir. Dillere gore, farkli ad-
lar almig; gosterilmelerinde farkl simgeler kullanilmig olsa da, sayma eyleminde
kullanilan arag hep aynidir:

Nt =1{1,2,3,4,...} (1)

Bu kiimeye, Sayma Sayilart Kimesi diyoruz. Buna 0 sayisim1 katarak elde et-
tigimiz,

N={0,1,2 34, ..} (2)
kiimesine Dogal Sayilar Kimesi, denilir. Bu kiimenin her bir 6gesi bir dogal
says’dir.

Matematikteki yapilarin ¢ogu, say1 kiimelerinin sagladigi 6zeliklerin, soyut
kiimelere taginmasiyla elde edilir. Say: kiimeleri de Dogal Sayilar Kiimesi'nden
iiretilebilir. Dolayisiyla, Dogal Sayilar Kiimesi, matematikte Onemli bir role
sahiptir.

Dogal sayilar kiimesi ile bu kiime iizerindeki iglemler ve bagntilar, degisik
aksiyomatik yontemlerle kurulabilir.

Matematiksel sistemlerin kége taglarindan birisi ve belki de en énemlisi dogal
sayilardir. Heniiz okul ¢cagina bile gelmeden 6grenmig oldugumuz "sayma eylemi"
nde kullandigimiz arag budur. {0,1,2,3,...} simgeleriyle gosterdigimiz bu sa-
yilary, her normal insanin kendi sezgileriyle iyice algilamig oldugu kugkusuzdur.
Hatta, 6grenimin ilk yillarinda dogal sayilar iizerindeki aritmetigin bile 6grenciye
eksiksiz 6gretilebildigi bir ger¢ektir. Ancak biitiin bunlar sezgiye dayali oldugu
icin matematiksel olarak belirsiz kavramlardir.

Bu bdliimde dogal sayilar: belirsiz hicbir kavrama dayanmaksizin tanim-
layacagiz. Bu ig igin degisik yontemler kullamlabilir. Bunlarin ilki 1899 yilinda
Ttalyan matematikci Guiseppe Peanonun izledigi yontemdir. Bu yontemde Peano,
bugiin kendi adiyla anilan aksiyomlarla dogal sayilari belirlemigtir. Biz, burada,
kiime kavramina dayali bir yontemi kullanacagiz. Hemen belirtelim ki, dogal
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174 BOLUM 15. DOGAL SAYILAR

sayilarin hangi yontemle belirlendigi 6nemli degildir. Ciinkii, dogal sayilar1 Gyle
belirleyecegiz ki bu yeni kavram ile daha 6nceden sezgiyle algiladigimiz dogal
say1 kavrami arasinda bir fark olmayacaktir. Bunu, suna benzetebiliriz: Diyelim
ki uzunluk birimi olarak metreyi belirlemek istiyoruz. Uzunluk birimi olarak me-
tre, metreyi temsil eden aracin iridyumlu platinden mi, plastikten mi. agagtan
mi,... yapildigina bagli olmayan bir kavramdir. Benzer olarak, dogal sayilari, onu
tamimlamak i¢in kullandigimiz nesneler ya da kiimelerden bagimsiz bir kavram
olarak ortaya koyacagz.

Burada dogal sayilar1 birer kiime olarak tanimlayacagiz, ileride, nicelik sayi-
larin1 6grendikten sonra, dogal sayilari: sonlu kiimelerin nicelik sayilar1 olarak
belirleyecegiz. Tabii, giinliik yasantimizda ise dogal sayilar, "sayma sayilar"
dir.

Bosg () kiimeyi temsil etmek {izere agagidaki kiimeleri, kisaca, kargilarindaki
simgeler (rakamlar) ile gosterelim:

0}
0,{0}}
0.{0},{0,{0}}} (15.1)

(15.2)

w N = O
1
o — S

Dikkat edersek, bu kiimelerden herbirisi, kendinden 6nce gelen kiimelerin hep-
sini birer 6ge olarak icermektedir. Bu sekilde ard arda istedigimiz kadar kiime
kurabiliriz. Bu kiimelerin kurulugu sonsuz zaman devam ettirilebilir; yani hic
bir zaman bitirilemez. (15.1) sistemini daha kisa olarak

0=10

1= {0}

2 ={0,1}
3=1{0,1,2}
4=1{0,1,2,3}

: (15.3)
r=1{0,1,2,...,r —1})

seklinde de yazabiliriz. Simdi bu kiimeleri daha basit olarak ifade edebilmek i¢in
agagidaki kavrami verecegiz.

Tanim 15.1.1. Herhangi bir A kiimesinin A" ile gosterecegimiz ardilim
At = Au{A} (15.4)

esitligi ile tamimlayacagiz.
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Bu tamim uyarinca, A = @) dersek (15.3) sistemini

0=10
1=0"
2=1"
3=27
4 =3"
r=(r—-1)7"

(15.5)

seklinde yazabilecegimiz agiktir.

Bu yolla tanimladigimiz kiimelerin herbirisine bir dogal say: diyecegiz. (15.1)
sisteminde her yeni kiimeyi, kendinden 6ncekileri 6geleri kabul ederek kuruyor-
duk. Bu ardigma yontemiyle 0, 1, 2, 3,4, . . . simgeleriyle temsil ettigimiz ve adina
dogal say: dedigimiz her kiimeyi kurabiliriz. Ancak burada énemli bir soruyla
kargilagiyoruz: Her dogal sayiy1 belirleyen bir kiime kurabiliyoruz, ama, acaba
biitiin dogal sayilar1 belirleyecek bir kiime var midir? Daha agikgasi, dyle bir w
kiimesi var midir ki, () yi igersin ve ayrica herhangi bir X kiimesini bir 6ge olarak
icerdiginde bunun X+ ardisigini da bir 6ge olarak icersin. Yukarida acikladigimiz
ardigma yontemiyle bdyle bir w kiimesini olugturma olanag: olmadigr agiktir.
Ciinkii (15.1) sistemine ait her kiimeyi kurmak icin ardigma yéntemimizde er ya
da geg sira gelecektir. Ama (15.1) sisteminin biitiin kiimelerini igeren w kiimesini
kurmak i¢in ardigma yonteminde sira hi¢ bir zaman gelmeyecektir; ¢iinki (15.1)
sistemine ait kiimelerin kurulugu hicbir zaman bitirilemeyecektir. Bu nedenle
istedigimiz 6zeliklere sahip bir w kiimesinin varligini bir aksiyom olarak alacagiz.
Konuyu biraz daha genellegtirmek icin yeni bir kavram daha tanimlayalim.

Tanim 15.1.2. Asagidaki iki 6zelige sahip bir A kiimesine ardigan bir kiimedir,
denilir:

i 0eA
i) XeA=XteA

Ardigan bir kiimenin biitiin dogal sayilar icerecegi apagiktir. Artik boyle bir
kiimenin varligin1 kabul etmek zamani gelmistir.

15.1.1 Sonsuzluk Aksiyomu

Aksiyom 15.1.1. Ardisan bir kiime vardar.
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15.1.2 Dogal Say1

Ardigan bir kiimenin biitiin dogal sayilar1 icerdigini soyledik ve ardigan (en az)
bir kiimenin varligim da kabul ettik. Simdi biitiin dogal sayilar kiimesini tanim-
layabiliriz.

Tanim 15.1.3. Ardigan biitiin kiimelerin arakesitine dogal sayilar kiimesi, denir.

Ardigan iki kiimenin arakesitinin yine ardigan bir kiime olacagi apagiktir
(bkz. 1.Problem). Giderek, ardigan kiimelerden olugan herhangi bir ailenin arake-
sitinin yine ardigan bir kiime olacag:, dolayisiyla, 6zel olarak, ardigan biitiin
kiimelerin arakesitinin de ardigan oldugu gosterilebilir (bkz. 2.Problem). Oy-
leyse, kapsama bagintisina gore siralanmig olmak iizere, ardisan kimelerin en
kiicugu dogal saylar kimesidir. Bu kiimeyi, yukaridan beri yazdigimiz gibi w
simgesiyle temsil edecegiz. (Pratik problemlerde w yerine N simgesini kullan-
may1 tercih edecegiz.)

15.1.3 Problemler

1. Ardigan iki kiimenin arakesitinin yine ardigan bir kiime oldugunu gos-
teriniz.

2. Ardisan kiimelerden olugan herhangi bir ailenin arakesitinin de yine ardigan
bir kiime olacagini gosteriniz.

15.2 DOGAL SAYILARIN OZELIKLERI

Bu kesimde, w dogal sayilar kiimesinin, Peano aksiyomlar: diye anilan beg beliti
sagladigini gosterecegiz, ki bu 6zelikler, baslangicta da s6yledigimiz gibi, dogal
sayilar1 tanimlamanin bagka bir yoludur.

Teorem 15.2.1. Her n € w icin n* # 0 dar.

IspaT: Her n dogal sayisi icin nt = n U {n} oldugundan n € n* dir. (bkz,
(15.4)) Oyleyse nt kiimesi bog degildir. Oysa 0 dogal sayis1 bog kiime olarak
tammlanmgtir (bkz, (15.5)). Demek ki 0 # n*t dir.

15.2.1 Sonlu Tiimevarim Ilkesi

Teorem 15.2.2. Eger A C w alt kiimesi i¢in
(i) 0e A
(i) ne A=nT € A

kogullary saglaniyorsa, A = w dar.
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IsPAT: Teoremin soyledigi sey sudur. Dogal sayilarin bir alt kiimesi ilk dogal
say1y1 igeriyorsa ve ayrica igerdigi her saymin ardilini (ardigigini) da igeriyorsa,
o alt kiime dogal sayilar kiimesidir. Bu iki 6zelige sahip A kiimesi ardigan bir
kiimedir (bkz. Tanim 15.1.2) w dogal sayilar kiimesi, ardigan her kiime tarafin-
dan kapsandigindan (bkz. Tanmim 15.1.3). w C A olacaktir. Oysa bize A C w
verilmistir. Oyleyse A = w dur.

Teorem 15.2.3. m ile n herhangi iki dojal sayr olsun. Eger m € n™ ise ya
m €n ya da m =n dir.

IsPAT: Bunu simgelerle ifade edersek,
ment = (men)V(m=n) (15.6)

olur.

nt = nU{n} olduguna gére m € n* ise ya m € n ya da m € {n} dir.
Oysa {n} tek 6geli bir kiimedir. Dolayisiyla, m € {n} olmas: i¢in m = n olmasi
gerekli ve yeterlidir.

Tamim 15.2.1. A kiimesinin her 6gesi bir alt kiime ise; yani z € A oldugunda
x C A oluyarsa, A kiimesine gegigken bir kiimedir denilir.

Teorem 15.2.4. Her dogal say geciskendir.

IsPAT: w dogal sayilar kiimesinin gecisken biitiin 6gelerinin olusturdugu kiim-
eye A diyelim. Time Varvm Ilkesini kullanarak w = A oldugunu gosterecegiz.
Baylece, her dogal sayinin gecisken oldugu gosterilmig olacaktir. Bunun igin
Teorem 15.2.2 (i) ve (4i) kogullarinm A kiimesi tarafindan saglandiginm goster-
mek yetecektir.

(i) 0 € A dur. Giinkii 0 = () dir ve () her kiimeye aittir.

(ii) Simdi, eger n € A ise n* € A olacagini, yani n kiimesi gegigken ise n*
ardisigmin da gecisken olacagimi gosterelim. m € n't ise ya m € n ya da
m = n dir (bkz. 15.2.3). Birinci hal varsa, yani m € n ise, n gecigken
oldugundan m C n olacaktir. Ayrica n C n* olduguna gére m C n™ gkar.
Tkinci hal varsa, yani m = n ise, n C nT oldugundan m C nt cikar.
Ohalde n™ gecigskendir. Demek ki n € A ise n™ € A olmasi gerekiyor.

Teorem 15.2.5. m ile n herhangi iki dogal sayr olsun. Ejer m™ = n™T ise
m =n dir.

IspaT: m* = nt | n C nt oldugundan n € nt = m* olacaktir, ki bu,
Teorem 15.2.3 geregince, ya n € m ya da n = m olmasi demektir. Benzer yolla,
m € mT icin ya m € n ya da m = n oldugu cikarilabilir. Eger m = n ise
6nerme dogru olur. Simdi m # n oldugunu varsayalim. Bu durumda n € m ya
da m € n olmas: gerektigini gordiik. Dogal sayilar gecisken oldugundan (bkz.
Teorem 15.2.4), bu son 6zelikler n C m ve m C n olmasim gerektirir, ki buradan,
m = n gkar.

Bu kesimin baginda, w dogal sayilar kiimesinin Peano Aksiyomlarini sag-
ladigin1 gosterecegimizi sOylemistik, ispatladigimiz onermelerle bu igi yapmig
durumday1z. Ancak, konuyu daha belirgin kilmak i¢in, bu aksiyomlar: siralamak
yararlh olacaktir.
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15.2.2 Peano Aksiyomlari

Teorem 15.2.6. Asaqidaki ézeliklere sahip bir w kimesi vardir:

P1.
P2.
Ps.
PJ.

P5.

Ocw

ne€wisent €w

n€wisent £0

w mn bir A alt kiimesi asaqidaki iki ézelige sahipse A = w dir:

(1) 0 A
(i) ne A=nT € A

m,n €w vent =mT ise m =n dir.

IsPAT:

(P1., P2.):

(P3.):
(P4.):
(P5.):

Dogal sayilar kiimesi ardigan bir kiime oldugundan istenen Tanim 15.1.2
den cikar.

Teorem 15.2.1 den cikar.
Teorem 15.2.2 den cikar.

Teorem 15.2.5 den cikar.

15.2.3 Problemler

1.

Bir W kiimesinin gecisken olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul, B € A ve
A € W oldugunda B € W olmasidir. Gosteriniz.

. Gegigken iki kiimenin bilegim ve arakesitlerinin de gecigken oldugunu gos-

teriniz.

A ile B herhangi iki kiime olsun. Eger A = B ise At = B™ oldugunu
gosteriniz.

Her n dogal sayisi igin n ¢ n oldugunu gosteriniz.

m,n,r birer dogal say1 olduguna gore agagidaki ozeliklerin varligin1 gos-
teriniz:

(a) n#n*

(b) Eger m € n ise n ¢ m dir.

(c) Eger n € m ve m € r ise n € r dir.
)

(d) Eger m € n ise m* C n dir.

Eger A € nven € wise A € w oldugunu tiime varimla ispatlayiniz.
Buradan w nin gegigken bir kiime oldugu sonucunu ¢ikariniz.
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7. Eger AT € w ise A € w olacagim gosteriniz.
8. Hicbir dogal sayinin ardigan bir kiime olamayacagini gosteriniz.

9. Bir dogal sayinin, kendisine ait hi¢hir 6genin bir alt kiimesi olamayacagim
gosteriniz.

10. Eger n € w ise ya n = 0 oldugunu ya da n = m olacak gekilde bir m € w
varoldugunu gosteriniz.

15.3 DOGAL SAYILARIN STIRALANMASI

Tanim 15.3.1. Dogal sayilar kiimesi {izerinde < simgesiyle gosterecegimiz bagin-
tiy1

m<n<= (men)V(m=n) (15.7)

diye tamimlayacak ve bunu "m dogal sayisi, n dogal sayisindan ya ki¢iktir ya
da egittir" diye okuyacagiz.

m < n ile n > m simgeleri eg anlamda kullanilacaktir.
Ayrica m < n bagintisin

m<n< (m<n)A(m#n) (15.8)

diye tanimlayacagiz.

Bu kesimde < bagmntisinin dogal sayilar kiimesi iizerinde bir iyi siralama
bagintisy oldugunu gosterecegiz. Bunu gostermek icin, dnce ii¢ 6nerme sdyleye-
cegiz.

Onerme 15.3.1. < bagintisi w dzerinde bir kismi swralama bagintisidar.
Ispar:

Bagimt1 yansimalhidir (refleksif) Her m € w icin m = n dir. Oyleyse, (15.7)
den m < m yazabiliriz.

Bagint1 gegiskendir m,n,p € w olsun. m < n ve n < p oldugunu varsayalim.
Doért miimkiin hal vardir:

(men)A(nep)=((men)A(nCp)=(mep))
(men)A(n=p)=>mep
(m=n)A(nep)=>mep
(m=n)A(n=p)=>m=p
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Bagint1 antisimetriktir m < n ven < m oldugunu varsayalim. (15.7) uyarinca
yam = n ya da m < n ve n € m olacaktir. Tkinci hal varsa m C n ve
n C m ¢ikar. Her dogal say1 gecigken oldugundan (bkz. Teorem 15.2.4), bu
sonuncusu m = n olmasini gerektirir.

Onerme 15.3.2. Her m € w igin 0 < m dir.

Ispar:
M={m|mew,0<m}

kiimesini diisiinelim. Sonlu Tiime Varvm Ilkesi (bkz. Teorem 15.2.2) uyarinca
M = w oldugunu gosterecegiz. < bagintis1 yansimali oldugundan 0 < 0 yazabil-
iriz. Dolaywsiyla 0 € M dir. Simdi herhangi bir m € M secelim. Varsayimdan
0 < m olacaktir. m € m* oldugundan m < m™ yazabiliriz. Béylece 0 < m ve
m < m™ elde edilmis oldu. < bagmtis1 gecisken oldugu icin

O<m)A(m<mt)=(0<mh)
olacaktir. O halde m* € M dir. Sonlu Tiime Varim Ilkesine gére M = w olur.
Onerme 15.3.3. n < m ise nt < m dir.
IspAT: Herhangi bir n dogal sayisim sabit secelim ve
M, ={mecw|(n<m)= (n" <m)}

kiimesmi tammlayalim. Sonlu Tiime Varim Ilkesine gére M, = w oldugunu
gosterecegiz. Tanimdan

m¢ M, < (n<m)A(=(nt
& (nem)A(=(n*

<m))
<m))
yazabiliriz. Buradan, 6zel olarak,

0¢ M, <nec0A=(nT <0)

cikar, ki bu olanaksizdir. Oyleyse 0 € M,, olmalidir. Simdi herhangi bir m € M,
secelim. Tamimdan n < m = nt < m dir. m™ € M, oldugunu gdstermek icin

n<mt=nt<m<m*
oldugunu gostermeliyiz. Eger n < m™ ise; yani n € m™ ise, Teorem 15.2.3
geregince, ya n € m dir ya da n = m dir. Eger n = m ise n™ = m™ ¢ikar ve
ispat biter. Eger n € m ise; yani n < m ise, kabuliimiizden
nt <m< mT
cikar ve ispat biter.

Teorem 15.3.1. Dogal sayilar kiimesi < bagintisina gére iyi siralidar.
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IsPAT: Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. Eger (w, <) sistemi iyi siral
olmasaydi, bog olmayan ve en kiiciik 6gesi var olmayan bir A C w alt kiimesi
var olacakti. Simdi

M={ncew|meA=n<m}

kiimesini tanimlayalim. Sonlu Tiime Varim Ilkesiyle M = w oldugunu gostere-
cegiz. Gnerme 15.3.2 den 0 € M yazabiliriz. Simdi herhangi bir n € M secelim.
Tanimdan, her m € A i¢in n < m olacaktir. Eger, herhangi bir p € Ai¢inn =p
ise p, A nin en kiiciik 6gesi olur, ki bu kabuliimiize aykiridir. Oyleyse, her m € A
icin n < m olacaktir. Onerme 15.3.3 den, her m € A icin n* < m yazabiliriz, ki
bu nt € M olmasmi gerektirir. Demek ki M = w dir. Oysa M N A = () tur ;
¢iinkii A min en kiigiik 6gesi yoktur. Ohalde A = () olmahdir.

15.4 TAMSAYILAR

Dogal sayilar1 bu Béliimiin baginda kurmustuk.! Bu béliimde dogal sayilardan
hareketle tamsayilar kiimesini olugturacagiz.

15.4.1 Tamsayilarin Kurulusu

Tamsayilarin iki dogal sayinin fark: (ya da toplami) olarak ¢ok farkl bigimlerde
yazilabildigini ilkokulda dgretirler. Ornegin, 3 tamsayisini

3=—6—(—9)=—125— (—128) = —1 — (—4)
=3-0=17-14=241=0+3=1735— 1732
=... (15.9)

gibi cok degigik bicimlerde yazabiliriz. Tamsayilarin kurulugu bu basit iligkiye
dayanir. a,b, ¢, d € N olmak iizere, iyi bilinen

a—b=c—dsa+d=b+c (15.10)

bagintisini diiglinelim. Simdi, tamsayilarin ne oldugunu bilmedigimizi var sa-
y1p, yukaridaki (15.10) bagintisinin sol yanini unutalim. a — b yerine (a, b) siral
ikilisini ve ¢ — d yerine (¢, d) sirah ikilisini koyarak, bagintiy:

(a,b) = (c,d) = a+d=b+c (15.11)

bi¢iminde yeniden yazalim. Bunun N X N {izerinde bir denklik bagintis1 oldugu
kolayca gosterilir.

Tanmim 15.4.1. (15.11) bagintisinin denklik simflar: kiimesine tamayilar kiimesi
denilir ve Z ile gosterilir.

1Dogal sayilar Peano aksiyomlari ile de kurulabilir.
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Demek ki, dogal sayilar kiimesi biliniyorken, tamsayilar kiimesini N x N
tizerindeki (15.11) denklik bagintisinin denklik simflari olarak kurabiliyoruz. O
nedenle, (15.9) bigiminde yazilan sayilar aym1 denklik simifi i¢indedirler.

(15.11) denklik bagimtisinin tanimladig1 denklik simflarini

[(a,0)] = {(z,y) [ (a,b) = (x,y)} (15.12)

bi¢iminde gosterelim.

15.4.2 Tamsayilarin Ozelikleri

Onerme 15.4.1. a,b € N verildiginde n dogal sayisi igin (a+n =b+n) olmass
a = b olmasim gerektirir. Bunu simgelerle gdsterelim:

meN)=((a+n=>b+n)=(a=0H)) (15.13)
dir.

ISPAT: (15.13) 6zeliginin her dogal n sayisi i¢in saglandigini gostermek istiy-
oruz.

A={n|((a+n)=(b+n)) = (a=Db),a,beN} (15.14)

kiimesini tamimlayalim. Sonlu tiimevarim ilkesini kullanarak (bkz. Teorem 15.2.2)
A = N oldugunu gésterecegiz. bunun i¢in A nmin ardigan bir kiime oldugunu
gostermeliyiz. Aligilmig simgeleri kullanmak amaciyla her n dogal sayisi i¢in
nt =n 4+ 1 yazacagiz

(i) a+0 =040 < a = boldugundan 0 € A dir. Ayrica Teorem 15.2.5 uyarinca
at = bt = a = b oldugunu; yani (a + 1 = b+ 1) = (a = b) biliyoruz. O
halde 1 € A dir.

(ii) k€ A= (k+1) € A oldugunu gostermeliyiz.

0,1,2,...,k € A(k > 2 oldugunu varsayahm. (15.14) ozeligi her ¢,d € N
i¢in saglanir; yani

((c+k)=(d+k)=(c=4d)
olacaktir. Ozel olarak ¢ = a + 1 ve d = b+ 1 alahm. O zaman
((a+1)+k)=((b+1)+k)=(a+1)=(b+1)

olur. Bunu diizenlersek, (k+1) € A oldugunu gérmek i¢in agagidaki gerek-
tirmelerin varligini gérmek yetecektir.

ke A< (((a+1)+k)=(b+1)+ k) =a=0)
— ((a+(k+1)=0b+(k+1)=a=0)
— (k+1)e€ A

elde edilir.
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Onerme 15.4.2. a,b € N verildiginde n dogal sayst i¢in (a+n < b+n) olmas
a < b olmasiny gerektirir. Bunu simgelerle gdsterelim:
meN)=(a+n<b+n=a<b) (15.15)

dir.

IspaT: Yukandaki ispatta = yerine < konularak aym ifadelerle ispat yapila-
bilir.

Tamsayilar kiimesi tizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme iglemleri (15.11)
ile belirlenen denklik simflar1 yardimiyla tamimlanir. (Bunlar: yapmay: deneyiniz. )

15.5 RASYONEL SAYILAR

Tamsayilarda oldugu gibi rasyonel sayilarin da

6 -4 -2 2 4 6 12 (15.16)
T -9 6 -3 3 6 9 18 ‘
-12 - —4 4 12 1

= _ 8 _ _4_8 _12_16_ (15.17)

T -15 —100 -5 5 10 15 20

gibi birden ¢ok bigimde yazlabildigi ilkokuldan bilinir. Rasyonel sayilarin kuru-
lugu da bu basit iligkiye dayanir. a,b,c,d € Z ve b # 0, d # 0 olmak iizere, iyi
bilinen

a ¢

- =-%Sad=Vbc 15.18

bagintisini diigiinelim. Simdi, rasyonel sayilarin ne oldugunu bilmedigimizi var

sayip, yukaridaki (15.18) bagmtisinin sol yanini unutalim. ¢ yerine (a,b) siral
ikilisini ve § yerine (c, d) sirali ikilisini koyarak, bagintiy:

(a,b) = (¢,d) & ad = be (15.19)

bi¢iminde yeniden yazalim. Bunun Z X Z iizerinde bir denklik bagintisi oldugu
kolayca gosterilir.

Tamim 15.5.1. (15.19) bagintisiin denklik simiflar1 kiimesine rasyonal sayilar
kiimesi denilir ve Q ile gosterilir.

Demek ki, tamsayilar kiimesi biliniyorken, rasyonel sayilar kiimesini Z x Z
iizerindeki (15.19) denklik bagintisimin denklik simiflar1 olarak kurabiliyoruz. O
nedenle, (15.16), (15.17) denklik simflanidir. toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bolme
iglemleri ile siralama bagintiss, (15.19) ile verilen denklik siniflar1 kiimesi tizerin-
de kolayca tanimlanir. (Bu tamimlar: yapimiz.) Pratikte rasyonel sayilarla iglem
yaparken, denklik siniflarin1 degil, igleme giren her bir denklik sinifindan secile-
cek birer temsilci 6geyi kullaniriz. Ornegin, (15.16), (15.17) denklik smiflarini
toplarken, o simiflardan rasgele birer temsilci secerek
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2 -8 22
T AT (15.20)
yazariz.
Rasyonel sayilar kiimesi iizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme iglemleri
(15.11) ile belirlenen denklik siniflar1 yardimiyla tamimlanir. (Bunlar yapmay:

deneyiniz.)

15.5.1 iyi Tanimlilik

Yukaridakine benzer iglemleri yaparken denklik siniflarindan hangi temsilci-
leri secersek secelim, hep aym sonuca ulagiriz. Bu 6zelik, belirleyicidir. Bunu
daha genel soylersek, bir denklik simiflar1 kiimesine bagh olarak tanimlanan bir
islemin, denklik simiflarin1 temsil etmek iizere secilecek Ggelere bagh olup ol-
madig1 uygulamada 6nem tagir.

Tanim 15.5.2. Denklik siniflar1 kiimesinde tanimli bir iglem, denklik sinifini
temsil etmek iizere secilen temsilciye bagh degilse, o iglem iyi tanimlidor.

Bu kavrami biraz agmakta yarar var. Ornegin, rasyonel sayilar kiimesi iize-
rinde

p.g€Z olmakizere f(£)=p (15.21)
q

bagintisini diigiinelim. (15.21) kuralina gore

1
=1
i(3)
2
Zy—9
i)
3
2y=3
£3)
50
F(1gg) =50
olacaktir. Oysa § = 2 = 3 = 20 — _ oldugundan (15.21) kurali f fonksi-

yonunu belirleyemez. Bu sekildeki bir fonksiyon iyi tanmmh degildir. Tyi tanimh
olmasi i¢in, % rasyonel sayisinin denklik simfindan secilecek her temsilci ¢ sayist
icin f(%) degerleri ayni olmahdir.

Uyar1 15.5.1. Tabii, burada iyi tamsmls fonksiyon deyince, sanki iyi tanimli
olmayan fonksiyon varmig izlenimi dogmaktadir. Ashinda, (15.21) kurali bir
fonksiyon tanimi degildir. Fonksiyon tanimli ise, zaten iyi tanmimlidir; kot tanimh
fonksiyon yoktur. O nedenle, iyi taniml fonksiyon deyiminin fonksiyon taniminin
titizlikle yapilmadigi eski zamanlardan kalmig bir terim oldugu agiktir. Ama sik
sik cebirde ve analizde karginiza ¢ikabilir.



