Bolim 17

SAYILABILIR KUMELER

17.1 ESGUCLU KUMELER

Tanim 17.1.1. A ile B herhangi iki kiime olsun.

(a)

(b)

A ile B kiimeleri arasinda bire-bir bir esleme varsa, A ile B kiimelerine
esgliclidiirler (equipotent), denir ve bu durum kisaca, A ~ B simgesiyle
gosterilir.

A kiimesi B kiimesinin bir alt kiimesine eggii¢lii ise, A kiimesi B kiimesin-
den daha gii¢li degil, diyecek ve bunu A < B simgesiyle gosterecegiz. Bu
durumu simgesel olarak goyle ifade edebiliriz:

A< B&3C(CCB)AAC) (17.1)

A < Bile B = A gosterimleri eg anlamda kullamlacaktir. Birinci gosterim,
A kiimesi B kiimesinden daha gii¢li degil, diye okunur. Ikinci gosterim ise,
B kiimesi A kiimesinden daha az gii¢li degil , diye okunur.

A kiimesi B kiimesinden daha giiclii degil ve A ile B eggiiclii olmuyorsa, A
kiimesi B kiimesinden daha az gii¢lidir, diyecek ve bunu A < B simgesiyle
gosterecegiz. Bu durumu simgesel olarak gdyle ifade edebiliriz:

A<B& A< BA-(A=B) (17.2)

A < Bile B > A gosterimleri eg anlamda kullanilacaktir. Birinci gésterim,
A kiimesi B kiimesinden daha gii¢siizdir diye okunur. Ikinci gosterim, B
kiimesi A kiimesinden daha gii¢lhidir, diye okunur.

Onerme 17.1.1. Herhangi bir kiimeler ailesi tizerinde esgiiclilik bir denklik
bagintisidar.

ISPAT: 7 bir kiimeler ailesi olsun. Esgiicliiliik tammi geregince, A ~ B ol-
masi i¢in gerekli ve yeterli kogul A dan B ye bire-bir-6rten (bb6) bir fonksiyonun
var olmasidir.
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Her A € o icin I4 : A — A dzdeglik (birim) fonksiyonu bbé oldugundan
A ~ A dir. O halde eggiicliiliik bagintis1 déniiglidir. Simdi A, B,C € &/ , A~ B
ve B =~ C oldugunu varsayalim. Tanimdan, f : A - B ve g : B — C bbo
fonksiyonlar1 vardir. Oyleyse, g o f bilegskesi A dan C' ye bbé ‘dir. Dolayisiyla
A =~ (C olur; yani eggiicliiliik geciskendir. Son olarak, A,B € o/ ve A =~ B
oldugunu varsayalm. Bir f : A — B bbo fonksiyonu var olacaktir. Oyleyse,
f~': B — A ters fonksiyonu bbé dir. Dolayisiyla, B ~ A dir; yani esgiicliiliik
simetriktir. [

Simdi, < bagintisinin herhangi bir kiimeler ailesi {izerinde bir iyi siralama
bagintist oldugunu géstermek istiyoruz. Bunu yapmak icin, 6nce, bu bagintinin
bir kismi siralama bagintis: oldugunu gosterecegiz. Bu igi yaparken de agagidaki
ilk iki teoreme dayanacagiz.

Onerme 17.1.2. A herhangi bir kiime olmak iizere f : P(A) — P(A) fonksi-
yonu

XCY = f(X)cCf(Y) (17.3)

ozeligine sahip bir fonksiyon ise f(T) =T olacak sekilde bir T € P(A) kiimesi
vardar.

ISPAT: Bu énerme Sabit Nokta Teoremi’nin kiimeler ailesi icin ifade edilmisg
bicimidir.
S ={X|Xe XA, XCf(X)} (17.4)
kiimeler ailesini tamimlayalim. (§ € . oldugundan .% ailesi bog degildir.
T=J x (17.5)
Xes
diyelim. T kiimesinin istenen kogulu sagladigin gosterecegiz. Gercekten
Xes=XcCf(X)
=XcCT
= f(X) C A(T)
=X C f(T)

= |J xcrm

Xes
=T C f(T)

elde edilir. Oysa

T C f(T)= f(T) C f(f(T))
= f(T)es
= f(T)cT

dir. I
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17.1.1 Schroder-Bernstein Teoremi

Teorem 17.1.1 (Schroder-Bernstein Teoremi). Iki kiimeden her biri étekinin
bir alt kiimesine esgiicli ise, bu iki kiime birbirine esgicliudiir.

IspaT: A ile B herhangi iki kiime olsun. Eger B nin bir B alt kiimesi A ile
esgiiclii ve A min bir A; alt kiimesi B ile eggiiclii ise, A ile B kiimelerinin eggiiclii
oldugunu gosterecegiz. Bunu simgesel gosterirsek,

(AxByCB)A(B~A  CA) = A~B (17.6)

yazabiliriz. Varsayimimiz geregince f : A — By ve g : B — A; bbo fonksiyon-
larinin varhgini sdyleyebiliriz. Simdi, 6ncelikle

A-T=ygB-f(T)

olacak gekilde bir 7' C A alt kiimesi oldugunu gosterecegiz. Her X C A igin bir
X kiimesini

X=A4-g(B-f(X))
diye tanimlayalim. Buradan

XCV= f(X ) Fv

)
= (B-[f(X)) 2> (B - [(Y))
)

:>g(B—f( ) D g9(B—f(Y))
= (A—g(B - f(X)) C(A—g(B-f(Y)))
=XcCY

olur Oyleyse, Onerme 17.1.2 geregince,
f:2(4) = 2(4)
Xe2(A)=fX)=X
fonksiyonunun sabit biraktigi bir 7' C A alt kiimesi var olacaktir; yani
e PA);T=fT)=T
Oysa bu
T=A-gB-f(T)

olmasi demektir. Ote yandan g(B — f(T)) C A oldugundan, T kiimesinin iste-
digimiz egitligi sagladigi goriiliir. Artik teoremin ispatini tamamlamak i¢in

) f(=), xeT
h(x)_{gl(x), reA-T

seklinde tanimlanan h : A — B fonksiyonunun bbo oldugunu gérmek yetecektir.
Bu ise, hemen goriilmektedir.[]
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Teorem 17.1.2. Her o7 kiimeler ailesi < bagintisina gore kismi siralidur.

IspaT: Bu bagintinin dénisli, gecisken ve antisimetrik oldugunu gostere-
cegiz.

Bir A € o segelim. A =~ A oldugundan, Tanim 17.1.1(b) geregince A < A
olur ; yani < bagintisi donuslidir. Bagintinin gecisken oldugunu gostermek icin
A, B,C € & ve A< B, B < C oldugunu varsayalim. Bu durumda A =~ B; ve
B ~ C olacak sekilde B; C Bile C; C C kiimeleri vardir. Oyleyse, f : A — B;
ve g : B — C1 bbo fonksiyonlarinin varligini sdyleyebiliriz. Simdi Co = (go f)(A)
diyelim. Cy C C' ve go f : A — C5 bbd oldugundan, A < C' ¢ikar. Son olarak
bagintinin antisimetrik oldugunu gosterelim. Bunun icin

(A B)AN(BxA)=A~B (17.7)

oldugunu gostermeliyiz. Oysa bunun varligini (17.6) den; yani Schréder-Bernstein
teoreminden biliyoruz.[]

Artik asil amacimiza gegebiliriz; yani < bagintisimin herhangi bir kiimeler
ailesi iizerinde bir iyi siralama bagintist oldugunu gosterebiliriz. Bunun ispati
"Her kiime iyi siralanabilir” diyen Iyi Siralama Teoremi’ne(bkz. 22.4) ve "iyi
siralanmag kiimeler mukayese edilebilir” diyen Teorem 20.6.2 'e dayanmaktadir.
Iyi Siralama Teoremi’nin, Secme Aksiyomuna ve sira sayilarina dayali ispatin
kitabin son bdéliimiinde yapacagiz. O zamana kadar, iyi siralama teoremini is-

patsiz olarak kullanmakta bir sakinca gérmiiyoruz.

Teorem 17.1.3. &/ herhangi bir kimeler ailesi olsun. Bu aile < bagintisina
gore iyi swralidar.

IsPAT: Herhangi bir . C & alt ailesi verilsin. Rasgele bir S € .7 secelim.
Eger S kiimesi, (., <) kismi sirali sisteminin en kii¢iik 6gesi ise, istedigimiz
ozelik . tarafindan saglamiyor demektir. Eger S kiimesi, .# nin en kiiciik 6gesi
degilse

#={B|Be o |B=<xS}

ailesini tamimlayalim. Simdi iyi siralama teoremini kullanarak S kiimesini iyi
siralayalim ve bdylece olugturdugumuz iyi siralanmig sistemi (.5, <) ile gostere-
lim. Her € S icin

Sy ={s|se€s, s=<uz}

diyelim. Sonra her B € 4 i¢in
Y(B) =min{z |z € S, B~ S;}
kiimesini tamimlayalim.
A={y(B)|B € #}

kiimesi S nin bos olmayan bir alt kiimesidir. (S, <) iyi siralv oldugundan, A
kiimesi en kiigik (min) djeye sahiptir. Buna ¢ (D) diyelim. Gosterecegiz ki D
kiimesi, # nin en kii¢iik 6gesidir. Gergekten, B € £ i¢in (D) =< (B) dur.
Oyleyse, Sy(p) C Sy(p) olacaktir. Buradan
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doéniiglimleri bire-bir-i¢inedir. Demek ki D < B dir. Bu da D kiimesinin, (.5, <)
sisteminin en kiiciik 6gesi oldugunu gosterir. & nin tammmindan, D kiimesi |,
(%, <) sisteminin en kiiciik 6gesi olur. Boylece, o/ nmin her alt kiimesinin en
kiciuk égesinin varhgy ¢ikar. [

17.2 SONLU ve SONSUZ KUMELER

Oniiciincii boliimde dogal sayilar: tanimlarken kurdugumuz (1.2) sistemini yeniden
diiglinelim: Tanim:

0= 0(0)
1= s({0})
2= 1({0,1})
3= 1({0,1,2})
: : (17.8)
r= 5({0,1,2,---,r —1})

Biitiin bu kiimelerden olugan aileye dogal sayilar kiimesi demisg ve bunu w ile
gostermigtik; yani

w=190,1,2,3,...,n,...} (17.9)
demigtik. Simdi sonlu ve sonsuz kiimeleri tanimlayabiliriz.

Tamim 17.2.1. (17.8) sistemine ait kiimelerden her hangi birisine eggiiclii olan
kiimeye sonlu kiime, denir.

Tanim 17.2.2. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime, denir.

Tanmim 17.2.3. (17.9) ile belirlenen dogal sayilar kiimesine esgiiclii olan kiimeye
saylabilir sonsuz kiime, denir.

Tamim 17.2.4. Sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiimeye sayilabilir kiime,
denir. Kiimenin sonsuz oldugunu vurgulamak gerektiginde sayilabilir sonsuz,
diyecegiz.

Bir A kiimesinin sonlu olmasi demek, tanim geregince, w dogal sayilar kiime-
sine ait bir n+ sayisi ile bire-bir eglenebilmesi demektir. Oyleyse, bir

fint — A

bbo doniigiimii vardir. Her m € n+ 6gesinin f altindaki resmini a,, ile gostere-
lim; yani

f(m) = am
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olsun. Daha agik¢asi

0+— ag
l—aq
2+— as
3+— as

(17.10)
n—> an
olsun. Buna gére
A:{a07a17a27a37~~~7an} (1711)

olacaktir. Bu durum oldugunda, A kiimesinin 6geleri n+ dogal sayisinin 6geleriyle
damgalanmigtir. Dolayisiyla, A kiimesinin n+ tane 6gesi vardir, denir.

Simdi bunu daha genel olarak diigiinelim. Eger A sayilabilir sonsuz bir kiime
ise A ile w dogal sayilar kiimesi bire-bir eglenebilir. Oyleyse, (17.10) eslemesi her
n € w icin digiinildigiinde,

A ={ao,a1,a2,as,...,a,,...} (17.12)

olacaktir. Bu durum oldugunda, A kiimesinin 6geleri w dogal sayilar kiimesinin
ogeleriyle damgalanmigtir. Dolayisiyla A kiimesinin 6gelerinin sayisi, w kiimesinin
6gelerinin sayisi kadardir. (17.11) ve (17.12) de, 6zel olarak, damgalayan kiimele-
rin 6gelerinin birer dogal say1 oldugu diigiliniilerek, bu kiimelere numaralanabilir
kiimeler de denir.

17.3 SAYILABILIR KUMELER

Bu kesimde sayilabilir kiimelerin temel 6zeliklerini gorecegiz.
Teorem 17.3.1. Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi de sayilabilir.

IsPAT: Sonlu her kiimenin alt kiimeleri de sonlu olacagindan, bu durum
apaciktir. Oyleyse, sayilabilir sonsuzluk durumunu inceleyelim. Sayilabilir son-
suz bir A kiimesi diigiinelim. (17.12) deki diigiiniigle

A ={ag,a1,a2,a;3,...,an,...}

yazabiliriz, A nin herhangi bir B alt kiimesini sec¢elim. B kiimesine ait ¢gelerin
damgalarinin (index) olusturdugu kiimeye « diyelim; yani

a={n|n€w, a, € B}

kiimesini tanimlayalim, o C w dir. w dogal sayilar kiimesi iyi sirali oldugundan,
a nin en kiicik (min) égesi vardir. Bunu rg ile gosterelim. Sonra

By = (B —{an})
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kiimesini diigiinelim. B; kiimesine ait 6gelerin damgalarinin (indislerinin) olug-
turdugu kiimeye oy ve bunun en kiiciik 6gesine de r; diyelim. Bbylece devam
edersek, n + 1 adimdan sonra

Bn+1 = (B - {G’Toa Qpyy rgy vy a’Tn})

kiimesini elde ederiz. Tiime Varim Ilkesi uyarmca, bu islemi istedigimiz kadar
siirdiirebiliriz. Dolayisiyla, B kiimesine ait herhangi bir a; 6gesine, yukaridaki
yontemle, encok k+1 adimda varabiliriz. Bagka bir deyisle B nin biitiin 6gelerini
numaralayabiliriz. [J

Teorem 17.3.2. Her sonsuz kiimenin saylabilir sonsuz bir alt kiimesi vardir.

IsPAT: Verilen sonsuz kiime A olsun. A # () oldugundan, A nin herhangi bir
Ogesini segebilir ve bunu ayg ile gosterebiliriz. Sonra A — {ag} kiimesinden bir 6ge
se¢ip buna da a; diyebiliriz. Boylece devam ederek {ag, a1, as,...,a,} 6gelerini
se¢mig olalim. A sonsuz oldugundan, her n € w i¢in

(A— {ao,al,ag,...,an}) 7é @

olacaktir. Oyleyse, bu sonuncudan da bir 6ge secip buna a,; diyebiliriz. A
sonsuz olduguna gore, bu isi istedigimiz kadar tekrarlayabilir ve Time Varim
Ilkesi uyarinca, sayilabilir sonsuz

S = {ao,al,ag,...,an,an+1,...}

kiimesini kurabiliriz. S kiimesi sayilabilirdir. Ogeleri A dan secildigi icin, S
kiimesinin A nin bir alt kiimesi oldugu apagiktir. [

Teorem 17.3.3. A sonsuz bir kiime, B saylabilir bir kiime ise AU B bilesimi
A kiimesine eggticliidir.

IspaT: AUB = AU(B— A) dir ve Teorem 17.3.1 geregince, (B — A) sayilabilir
bir kiimedir. Oyleyse, isin baginda A N B # () kabul edersek, teoremin genelligi
bozulmayacaktir. Bu kabul altinda iki ayr1 durum diigiinebiliriz.

1.Durum: B sayilabilir sonsuz bir kiime ise,

B ={bg,ba,b3,...,bn,...}
yazabiliriz. Teorem 17.3.2 geregince, A nin sayilabilir sonsuz bir
C = {0‘,0,0,1,0,2,0,3, oy Ay Gy, - }

alt kiimesini secebiliriz. Simdi bir f : A — A U B fonksiyonu agagidaki gibi
tanimlanmig olsun:
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Kolayca goriilecegi gibi bu fonksiyon bbd bir fonksiyondur. Dolayisiyla, A =~
AU B olur.

2.Durum: B sonlu bir kiime olsun. B yi kapsayan sayilabilir sonsuz bir D
kiimesi diiglinelim. Buradan

ACAUBCAUD

yazabiliriz. A - AUB ve AUB — AU D gomme fonksiyonlan bire-bir-i¢ine
oldugundan
A< (AUB) =< (AUD)

¢ikar. Oysa 1.Durum geregince AU D < A dir. Demek ki
A (AUB)x A
dir. Artik, Schroder-Bernstein Teoreminden A = A U B olur. [

Sonug 17.3.1. Saylabilir kiimelerin sonlu tanesinin bilegimi sayilabilir bir ki-
medir.

IsPaT: {A; i = 0,1,2,...,n} ailesine ait her A; kiimesinin say1labilir oldugunu
varsayalim. Teorem 17.3.3 geregince, Ag =~ Ag U A; dir; yani Ag U A; bilegimi
sayilabilir bir kiime olacaktir. Simdi B = Ay U A; dersek, aym diigiiniigle,
BUAy; = Ap U A U Ay bilegimi de sayilabilir bir kiime olacaktir. Bu eyleme
devam edersek

bilegiminin sayilabilir bir kiime oldugu ¢ikar. [

Teorem 17.3.4. Sayilabilir sonsuz iki kiimenin kartezyen c¢arpwma sayilabilir
sonsuz bir kiimedir.

IspaT: A = {ag,a1,az,...,an,...} ve B = {by,b1,ba,...,by,...} kiimeleri
verilsin. A x B kartezyen ¢arpiminin 6gelerini agagidaki sekilde siralayalim:

(a0,b0)  (ao,b1)  (ao,b2)  (ao,bs) (a0, bm)
(a1,b0)  (a1,01)  (a1,b2)  (a1,b3) (a1,bm)
(a2,b0)  (a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,bm)
(as,;bo) (a3, b1) (a3, b2) (a3,b3) (as, bm)
(anrbo)  (anb1)  (amybs)  (an,bs) .. (an,bm)

Cantor Diyagonal Sayma

A x B kartezyen carpiminin biitiin 6geleri bu tabloda yer almig olacaktir.
Artik bu tablodaki sirali ¢iftleri saymak kolaydir. Bunun i¢in ya Tablo 16.2 de
yaptigimz gibi kareleme sayimim kullanabiliriz ya da tabloda sol i{ist kdsede,
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sirayla, olugan karelerin kogegenleri iizerindeki &geleri karelerin olug sirasiyla
saymaya baglayalim:

Bu sayma yontemine Cantor kisegen yontemi denilir. Kolayca sezildigi gibi, bu
sayma (eglegtirme) yontemi, A X B kartezyen ¢arpimi ile w dogal sayilar kiimesi
arasinda bire-bir bir egleme kurar. O halde A x B kartezyen ¢arpim sayilabilir
bir kiimedir. [J

Sonug 17.3.2. Sayuabilir sonsuz kiimelerin sonlu tanesinin kartezyen ¢arpims
saylabilir sonsuz bir kiimedir.

IspaT: {A;]i = 0,1,2,...,n} ailesinin her A; kiimesi sayulabilir sonsuz bir
kiime olsun. Teorem 17.3.4 uyarinca B = Agx A; kartezyen ¢arpiminin sayilabilir
sonsuz bir kiime oldugunu biliyoruz. Aym diigiiniigle, B = Bx As = Agx A1 X A3
kartezyen carpimi da sayilabilir sonsuz bir kiime olacaktir. Bu eylemi n kez
tekrarlarsak, Tiime Varim Ilkesine gore,

kartezyen carpiminin sayilabilir sonsuz bir kiime oldugu goriiliir. [
Sonug 17.3.3. Q rasyonel sayilar kiimesi saydabilir bir kiimedir.

IspaT: Once bir gosterim tammlayalim. z ile y herhangi iki tamsay: olsun.
Eger x ile y tamsayilarinin 1 den bagka ortak bdéleni yoksa, bunu < z,y >=1
simgesiyle belirtelim.

A={(z,y) |z, ycw,y#0, <z,y>=1}

kiimesini diigiinelim. A C w x w oldugu apaciktir. Oyleyse, A sayilabilir bir
kiimedir. Ayrica, A kiimesi
{(z,1) |z ew}

kiimesini kapsadigindan, sonsuz bir kiimedir. Bu iki sonu¢tan w < A 5 w ¢ikar;
yani A sayilabilir sonsuz bir kiimedir. Simdi pozitif rasyonel sayilar1 QF ve
negatif rasyonel sayilar1 Q~ ile gdsterelim. Sonra

f:A—>@+,f(cv,y)=§
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déniigiimiinii tammlayalim. Bunun bbo oldugu apaciktir. Oyleyse, QF ~ w dur.
Ote yandan x — —x bire-bir eglemesinden gériilebilecegi gibi Q ~ Q~ dur.

Q=Q"u{o}uQ-

oldugundan, Sonug 17.3.1 uyarinca QQ rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir son-
suz bir kiime oldugu goriiliir. [

Teorem 17.3.5. Sayilabilir sayrda sayiabilir kimelerin bilesimi sayilabilir bir
kimedir.

IspAT:

Sonug 17.3.1 diigiiniirsek, yalniz sayilabilir sonsuz tane sayilabilir kiimelerin
bilegiminin sayilabilir oldugunu gostermemiz yetecektir. Bu kogulu saglayan
kiimeler Ay, A1, Aa, ..., Ay, ... olsun. Simdi

Bi=A;—|JA4;(i=0,1,2,3,..)
J<i
kiimeler dizisini tanimlayalim. Bu gekilde tanimlanan {B; |i € w} ailesinin ayrik
ve
UBi=JA4
IS 1€w

oldugu agiktir. Teorem 17.3.1 geregince, her ¢ € w i¢in B; kiimesi saylabilir bir
kiimedir. Su halde, sonlu ya da sonsuz oluguna gore, sirasiyla,

B'i == {bi07bilabi27 .. ;bzn}
B; = {bio, bi1, biz, - -, bin, ...}

yazabiliriz. Simdi bir
f:UBi—>w><w, f(bij:(i7j)
S

fonksiyon}mu tanimlayalim. Bunun bire-bir bir fonksiyon oldugu kolayca goste-
rilebilir. Oyleyse

U B, <{w
iCw
dir; yani bu bilegim sayilabilir bir kiimedir. [

Teorem 17.3.6. Terimleri sayilabilir bir kimeye ait olan bitin sonlu dizilerin
kiimesi saylabilir bir kimedir.

ISPAT: Verilen sayilabilir kiimeye A diyelim. Sabit bir n sayis1 alindiginda,
terimleri A dan alinan n-sirali biitiin 6gelerin olugturdugu kiimeyi

[TA4i A=A, (=123,.,n)

€W
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seklinde yazabiliriz. Simdi n yi biitiin sonlu sayilar iizerinde kaydirdigimiz za-
man, ayni yolla, biitiin sonlu dizilerin kiimesini elde edebiliriz. Bu kiimeyi

s=UJ (H Ai>
icw \i=1
seklinde yazabiliriz. Sonug 17.3.2 geregince, bu ifadede parantez i¢inde bulunan
IT7_, A; kartezyen carpimlar sayilabilir birer kiimedir. Teorem 17.3.5 geregince,
sayilabilir sayida sayilabilir kiimelerin bilegimi sayilabilirdir. Dolayisyla S kiimesi
sayilabilir bir kiimedir. [

Sonug 17.3.4. Sayulabilir bir alfabeden olusan bitin kelimeler kimesi sayila-
bilir bir kiimedir.

Teorem 17.3.7. Cebirsel saylar kiimesi sayilabilir bir kimedir.

IspAT: Tamsay1 katsayil
A" + ap12" ' F an_oz™ 2+ 4 a1z + ao

seklindeki polinomlarin kokii olan karmagik sayilara cebirsel sayilar diyoruz.
Rasyonel sayilarin bir alt kiimesi oldugundan, Z tamsayilar kiimesi sayilabilir
kiimedir. Oyleyse, Teorem 17.3.6 geregince, yukaridaki gibi yazlabilen biitiin
polinomlarm kiimesi sayilabilir. Bir polinomun ancak sonlu sayida kokii ola-
cagindan, Sonug 17.3.4 uyarinca, sayilabilir tane polinoniun sayilabilir (sonlu)
koklerinin olugturdugu kiime sayilabilir bir kiimedir. [J

Teorem 17.3.8. Sayulabilir bir kiimenin bitin sonlu alt-kiimelerinin olugtur-
dugu aile sayilabilir bir kimedir.

ISPAT: S6z konusu sayilabilir kiime olarak w dogal sayilar kiimesini alirsak,
teoremin genelligi bozulmaz. w nin her sonlu A alt kiimesinin 6gelerini kiiciikten
bityiige dogru bir tek sekilde siralayabiliriz. Oge sayis1 n (n € w) olmak iizere
A, kiimesinin 6gelerinin, dogal sirada, A = A,, = {ag, a1, az, ..., a,} seklindeki
siralandigini varsayalm. A = A,, kiimesinin 6gelerini (ag,a1,as,...,a,) sonlu
dizisine egleyebiliriz. Bu egleme, w nin biitiin sonlu alt kiimeleri ailesinden sonlu
diziler ailesine bire-birdir. Tabii

n
(ap,a1,a9,...,a,) € HAi =w" A =w
i=1
yazabiliriz. Teorem 17.3.6 geregince, bu gekildeki sonlu dizilerin olugturdugu
kiime sayilabilir olacaktir. [

17.4 GERCEL SAYILAR

17.4.1 Dedekind Kesimi

Gergel sayilart kurmanin yollarindan birisi ve ilk kurgulanan1 Dedekind Kesimi
yontemidir.
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Tanim 17.4.1. Rasyonel sayilarin agagidaki ii¢ 6zelige sahip olan her A alt
kiimesi bir Dedekind kesimidir:

1. A#Dve A#Q
2. (acANDb<a)=be A
3. (aecA)Fd eA:a<d

AUA = Qve AN A’ = @ dir. Dolaysiyla, her Dedekind kesimi rasyonel
sayilar: iki ayrik kiimeye ayirir. Dedekind kesimine ait her 6ge, tiimleyene ait her
6geden kiigiiktiir. Bu nedenle, Dedekind kesimine alt yar: kiime, tiimleyenine ise
iist yar1 kiime denilir.

Tanim 17.4.2. Rasyonel sayilar kiimesinin biitiin Dedekind kesimlerinin olug-
turdugu kiime gercel sayilar kiimesidir.

Gergel sayilar kiimesi tizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bélme iglem-
leriyle siralama bagintist Dedekind kesimi yardimiyla tanimlanabilir.

17.5 PROBLEMLER

1. Oklid diizlemindeki rasyonel koordinath noktalar kiimesinin sayilabilir
oldugunu gosteriniz.

2. Gergel eksen iizerinde, birbirini kesmeyen araliklardan olugan her ailenin
sayilabilir oldugunu gosteriniz.

3. Bir f: R — R fonksiyonu z < y = f(z) < f(y) olacak sekilde veriliyor.
f fonksiyonunun siireksizlik yerlerinin sayilabilir bir kiime olugturdugunu
gosteriniz.

4. Sayilabilir bir kiimeyi, birbirlerinden ayrik sayilabilir tane sayilabilir kii-
melerin bilegimi olarak yaziniz.

5. Dogru ya da diizlem {izerinde ancak sonlu tane yigilma noktasina sahip
sonsuz bir noktalar kiimesi veriliyor. Bu kiimenin sayilabilir oldugunu ve
ifadenin kargitinin dogru olamayacagini bir 6rnekle gésteriniz.

6. Rasyonel sayilardan gercel sayilar1 kurmanin bagka bir yolu topolojik yon-
temdir. Terimleri rasyonel sayilar olan Cauchy dizilerini D ile gosterelim.
,D kiimesi {izerinde, ayni limite giden dizileri denk sayan bir denklik bagin-
t1s1 kurulabilir. Bu bagintinin denklik simiflarinin olugturdugu kiime gergel
sayrlar kiimesidir.

Gergel sayilar kiimesi ilizerinde toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve bélme iglem-
leri, dizilerin analizden bilinen iglemleri yardimiyla tanimlanabilir. Bunu
yapmay1 deneyiniz.



