19. Birka¢ Onemli Yakinsaklik
Kistas1 Daha

19.1 Riemann Serisi ve Kistasi

Gecgmiste bircok seriyi geometrik seriyle, yani

oo
>
=0

serisiyle kargilagtirmigtik. Bize ¢ok yardimci olan bu seriyi “dost seri” ya da
“yardimeci seri” olarak algilayabiliriz. Seriler konusunda bu nitelemeyi hakeden
bir bagka tiir seri daha vardir. p-serileri ya da Riemann serilert, yani bir

P igin,

tirtinden yazilan serilerdir bunlar. ((p) yazihm klasiktir. Adina Riemann
zeta fonksiyonu denir. (Ama neden fonksiyon dendigi ve fonksiyonsa tanim
kiimesinin ne oldugu simdilik bir muamma olmali.) Matematigin ve sayilar
kuraminin en 6énemli ve en muamma fonksiyonlarindan biridir. Asal sayilarin
dagilimiyla yakin iligkisi vardir.

Eger p = 2 ise bu serilerin yakinsakligini gecmiste birgok kez kanitlamigtik.
Dolayisiyla p > 2 ise de bu serinin yakinsakligim biliyoruz. Ote yandan p < 2
ise bu serinin yakinsakligi hakkinda simdilik bir sey bilmiyoruz.

Teorem 19.1. p kesirli bir sayt olsun. O zaman,
21
> %

=1

~

serisi p > 1 ise yakinsaktir, aksi halde wraksakter'.

!Bu teorem p € R ise de gecerlidir. Teorem 19.1 11ginda, p € R iken ¢P’nin tanimm veril-
diginde bunun kanit1 ¢ok kolay olacak.
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Birinci Kamit: Eger p < 1 ise, 1/n” > 1/n ve
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8

oldugundan,
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olur. Bundan boyle p > 1 olsun.

Kismi toplamlarin
1
14+ —
p—1
sayisi tarafindan istten sinirlandigini kanitlayacagiz, boylece serinin yakinsak-

lig1 kanitlanmig olacak. Demek ki bir sonraki savi kanitlamak yeterli.
Sav. Eger p > 1 bir kesirli sayiysa her n > 2 ic¢in,

"1 1-ntr
?S 1
i p=

olur.
Sav’in Kaniti: n = 2 igin, esitsizlik,

2r — p-—1

1 1—2t-p
< -

esitsizligine dontsiir. Yani, p+1 < 2P egitsizligini kanitlamaliyiz. Onsav 3.18°de
x = 1 alirsak, savimiz n = 2 igin kanitlanmig olur. §imdi n > 2 icin,

N1 _1-nlP
P 1
i—2 " p=
esitsizligini varsayip,
n+1 1 _ 1 — (nJrl)l—p
= v p—1

esitsizligini kanitlayalim. Boylece savimiz tiimevarimla kanitlanmig olacak. T1i-
mevarim varsayimina gore,

n+1

S -t e o
21’ n—l—l (n+1)P

p—1
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oldugundan,
1—nt-P L 1—(n+1)tr
p—1 (n+1)p — p—1

esitsizligini kanitlamak yeterli. Bu son ifadeyle biraz oynayalim. Once

1 nl=P — (n+ 1)
(n+1)p — p—1

9

sonra paydalar: egitleyerek,
1 p
p—1<(n+ 1)t P—(n+l)=n+1)Pnn P —n—-1= <1 + > n—n-—1
n

elde ederiz, yani

egitsizligini kanitlamak yeterli. Ama Onsav 3.18°de z = 1 /m almirsa bunun
dogru oldugu goriliir. Sav’la birlikte teorem de kanitlanmigtar. O

Teorem ve Kanit1 Uzerine. Tahmin edilecegi tizere, kanitladigimiz teorem sadece kesirli
p sayilar icin degil, gercel p sayilar1 icin de gecerlidir. Bunu bir gercel sayiyla iis almay1
ogrendigimizde gorecegiz.

Bu teorem, integral kistasi denen bir kistasla cok daha kolay bicimde, birka¢ satirda
kanitlanir. Kitaplarda da genellikle integral testini kullanan kanitlar bulunur. (Ugﬁncﬁ ciltte
bu testi gorecegiz.) Aslinda verdigimiz kanitta yaptigumiz, integral kistasimi kullanarak, te-
oremi kanitlamak icin Sav’daki esitsizligi kamitlamamiz gerektigini anlayip, o esitsizligi ele-
menter yontemlerle kanitlamaktan ibarettir; yoksa Sav’daki egitsizligi tahmin etmek orta-
lama bir oliimliiye nasip olmaz. Yani her ne kadar integral kistasini kanitimizda agik acik
kullanmamigsak da, bu kistas: tistii kapali bir bigimde kullandik.

Agagida aym teoremin iki degigik kanitini daha verecegiz.

Teorem 19.1°’in Cok Daha Makul ikinci Kamti:

1
Sh >
i=1
olsun. O zaman her k > 1 igin,
Sok — Sgk-1 = + Fet
2k 2k—1 = (Qk—l + 1)p (2]»;:71 +2)p 21617

olur. Sag tarafta tam 25! tane terim var ve her biri 1/2*F~1P sayisindan
kiicik. Demek ki,

S
(k=Dp ~— 9(k—1)(p—1)"

Sgk - SQk—l § 2k_1 X 2
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Dolayisiyla,

Sgk = (Sgk — 521%1) + (SQk—l — 52k72) + -+ (SQ — Sl) + 51
1 1

| |
<30 T T Tpr T1tHl< +1

2p—1 1—1/2r1

olur ve boylece Sy toplamlarinin sinirli oldugu anlasilir. Bundan, artan bir
dizi olan (S, ), nin de siirh oldugu gikar. Dolayisiyla dizinin limiti vardir. O

Ornekler
19.1. Uygulama olarak,
>
=i+l
serisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Bu seriyi, teorem sayesinde yakinsak oldugunu
bildigimiz,
>
i3/2
o1 /
dizisiyle kargilagtiracagiz. Birinin é’inci terimini digerinin 4’inci terimine béliip limiti
alalim:
—A ;3/2 1/2 '
lim L = lim ! :limlizlim L:1 0, co.
i—00 isl/z imoo g1+ 1 im0 i+ 1 i—oo i+ 1 # 0,

(En sondaki limitin 1 oldugunun kanitim1 okura birakiyoruz.) Teorem 15.6’ya gore,

— 1
; wWi+1
serisi yakinsaktir.
19.2. > \/ﬁ serisi yakinsaktir ¢iinkii
1 1 2
TS S v <

olur ve teoreme gore sagdaki terimlerin serisi yakinsaktir.
19.3. > 13% serisiyle karsilagtirarak, » ﬁ

19.4. p € Q olsun. > m dizisi p > 1 iken yakinsak, aksi halde iraksaktir. Ciinkii p > 1
ise

serisinin yakinsak oldugunu goriiriiz.

P 1 11
@i+ 1)r @iy 2w

olur ve p <1 i¢in
Lo 111
(2i+1)p = (3i)p 30 P

olur.

19.5. Eger n bir kare degilse a, = 1/n? olsun, eger n bir kareyse, a,, = 1/n2/3 olsun. O zaman
> a; yakinsar ¢iinkdi,

1 1 . 1 1 1
diai= Y mr X oan= 2 VY apsd -+ oan
1 kare degil i kare i kare degil

olur ve en sagdaki toplami alinan iki seri yakinsaktir.
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Simdi bu teoremin iki sonucunu yazalim. Sonuglarin uygulamalarini daha
sonra gorecegiz.

Sonug 19.2 (Riemann Kistast). > x, pozitif bir seri olsun.
i. Eger bir s > 1 icin lim,_,o n°z, = 0 ise seri yakinsar.
ii. Eger bir s <1 i¢in lim, oo n°x, = 00 ise seri wraksar.

Kanit: y, = 1/n° olsun.

i. Teoreme gore Yy, yakinsaktir. Ve varsayima gore

lim — =0
n—oo yn

olur. Sonug 15.5%e gore ) x,, yakinsar.
ii. Teoreme gore Yy, raksaktir ve varsayima gore

lim 2% =0
n—oo .’L‘n

olur. Sonug 15.5% gore y  x,, wraksar. O

Sonug 19.3. >z, pozitif bir seri olsun.

S
- Tn+1 _ n
olsun.

i. Eger her n > N i¢in, z,(s) nin negatif oldugu bir s > 1 ve N wvarsa, o zaman
> xy, serisi yakinsaktar.

ii. Eger her n > N igin, z,(s) 'nin negatif oldugu bir s < 1 ve N warsa, o
zaman Y x, serisi wraksaktur.

Kamit: Bu sonug, yukardaki teoremin ve Oran Kiyaslama Teoremi'nin (bkz.
Sonug 15.6) dogrudan bir sonucudur. O

Alstirmalar

19.6. Asagidaki serilerin yakinsakligini tartigin.

i i+1 ii2+i+l ii3+i+1 ii2+(71)%+1
/i + 1 B 2 B—i+1

i=1 i=1 =0

oo

M

i (2 + 1
X 12
i=1

19.7. Eger s > 1ise (s—1)((s) < s esitsizligini gosterin. 1 < (s—1)({(s) esitsizligi de dogrudur.
Bunlar kullanarak, eger s, > 1 ise ve limy o0 8p = 1 ise limy—oo(sn — 1)((8n) = 1
esitligini kanitlayin.

> 1
P z—|—1 ;H(—l)iiz"
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19.8.

19. Birkag Onemli Yakinsaklik Kistasi Daha

p € Q olsun.

S ( 1 L)
i>1 Vn—1 +/n
serisi hangi p kesirli sayilar: i¢in yakinsaktir?

Yukardaki aligtirmalarda verdigimiz orneklerin yakinsakligi ya da irak-

saklig1 d’Alembert ya da Cauchy kistaslariyla anlagilamaz; illa Riemann Kista-
st'm1 kullanmak gerekir. Cauchy ve Riemann kistaslar1 > r™ geometrik serisini
nirengi serisi olarak kabul ettiginden, bu kistaslarin ise yaradig seriler oldukca
cabuk yakmsarlar ya da waksarlar. Ote yandan Riemann Kistasi Yopsy L/nP
serisini nirengi serisi olarak kabul eder ve p say1s1 1’e yakin oldugunda bu seri-
ler ¢ok zor (yani ¢ok yavas) yakinsarlar ya da iraksarlar. Yani Riemann Kistasi
unutulmamasi gereken oldukga giiclii bir kistastir.

Ornekler

19.9.

19.10.

19.11.

o (=1 o
a(p) = Z —— Serisi
i=1
Eger p > 1 ise, serinin mutlak yakinsadigi, eger p < 1 ise serinin mutlak yakinsamadigi
bu boliimde kanitlanan teoremden belli. Eger p < 0 ise, serinin 1raksadigi genel terimin
0’a yakinsamamasidan anlasiliyor. Eger 0 < p < 1 ise serinin kosullu yakinsadig: (yani
yakinsadigi ama mutlak yakimsamadigr), Bolim 17°de kanitladigimiz Leibniz Testi’'nden
belli. Sonug olarak seri,
(=00, 0], (0,1] ve (1, 00)

araliklarinda degisik davraniglar sergiliyor, sirasiyla iraksiyor, kosullu yakinsiyor ve mut-
lak yakinsiyor. Amimsarsaniz kuvvet serilerinde durum hi¢ bu kadar getrefilli degildi.
(Bkz. Teorem 18.6.)

0 < q < p kesirli sayilar olsun.
1

Z nP — nd

n>2
serisi yakinsak madir?
Yanit: Sonug 19.2 bize sonucu verir: Eger p > 1 ise seri yakinsar clinkii eger s kesirli
sayis1 p > s > 1 ve s > q esitsizliklerini saglarsa,

s 1 1

= — 0
nP —nd  nP—s—1/ns4

olur. Eger p < 1 ise seri iraksar c¢iinkii eger s = 1 ise

1—
s 1 _ n _ n P
nP—n? nP—nd 1-—1/npa

olur.
p € Q olsun.

serisi hangi p kesirli saylar: i¢in yakinsaktir?
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Yanait:
11 + L 1 1
p< 1 1 ) p n—1 n Vn—1 NG P n—1 n
n ——)=n =n
vn—1 n 1 1 1 1
" vr (m + ﬁ) ( AT T ﬁ)
nP
_ n(n—1) _ n? vn — lﬁ -~ ?’pr n
o 1 1) nn-1 —1 T n22yn
) O DVESTE T
~pP2HL-1/2 _p3/2
kargilagtirmasindan dolayi, eger p < 5/2 ise seri raksar, aksi halde yakinsar. O

Teorem 19.1’in Ugiincii Kamti: Ugiincii kanit daha genel bir teoremden
kaynaklanir:

Teorem 19.4 (Cauchy). (an)n, azalan ve terimleri 0’dan biyik bir dizi olsun.
2@1 an serisinin yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul,

o0
Z2ia2i =aq + 2a9 + 4a4 + 8ag + - - -
=0
serisinin yakinsak olmasidar.
Kanit: Kismi toplamlarin sinirli olduklarini géstermek yeterli.
Sp=a1+az + -+ anp,
tn =a1 +2a2 +4a4 + -+ 2"agn,
olsun. Eger n < 2 ise s,, < t;,_; olur ¢iinkii
Sn<Sok_1=ar+ (a2 +az)+ -+ (age-—1+ -+ ag-1)
<ay+2a9+ -+ 25 Lagy =ty .

Demek ki (tx); dizisinin limiti varsa (sy), dizisi tstten sinirhdir ve limiti
vardir. Ote yandan eger n > 2F ise s, > t;/2 olur ciinkii

anSQk:a1—|—a2+(a3+a4)+---+(a2k_1+1—i—---—i—an)

a t
> 5 ey 200 o+ 2 g = 7
Demek ki (sp), dizisinin limiti varsa (t); dizisi Gstten smirhdir ve limiti
vardir. O

Teorem 19.1 bundan kolaylikla cikar: y ;2 1/ serisinin yakinsak olmasi
icin yeter ve gerek kosul,

2.2 (21)19 =y (")
=1 i=1

serisinin yakinsak olmasidir, ki bu geometrik serinin ancak p > 1 i¢in yakinsak
oldugunu biliyoruz. O
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Teorem 19.4 daha genel bir teorem vardir. Yeri gelmisken o teoremi de
belirtelim:

Teorem 19.5 (Cauchy Yogunlagsma Teoremi). (zy,), pozitive ve azalan bir dizi
olsun. (ky)n kesin artan bir dogal say: dizisi olsun. Oyle bir M > 0 sayisinin
oldugunu varsayalim ki, her 0 <n € N i¢in

knJrl - kn < M(kn - knfl)-

Zmn ile Z(kiJrl - ki)xki

serilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktor.

olsun. Bu durumda

Kanit: Serilerin kismi toplamlarina sirasiyla s, ve t, diyelim. n < k,, igin,
A=mo+ -+ Tpy-1
tanimiyla,
Sn < Sk S A+ (T + 0 F Ty 1)+ (T, o+ Dy 1)

<A+ (k1 — ko)xgy + -+ + (k1 — km)2k,,
=A+t,

olur. Bu da (), dizisi siirhysa (sy), dizisinin sinirh oldugunu gésterir.
Ote yandan eger n > k,, ise,

Sn 2> Sk = (Thotr + o Tpy) o (T 1 o Gy
> (]{71 — k?o)akl + -+ (km - k’m—l)akm

ve dolayisiyla

Msy, > (kg — k1)ag, + -+ (kms1 — km)ag,, =tm — to

m

olur. Bu da (sy), dizisi simirliysa (¢, )y, dizisinin sinirli oldugunu gosterir. O

19.2 Raabe Kistaslar:

Teorem 18.1°de duyurulan ve kanitlanan d’Alembert Kistasi'ni animsayalim.
Aynen goyle soyliilyordu o kistas:

d’Alembert Yakinsakhk Kistasi. Eger

. Ti41
hm ’ i+ ‘
1—00 ‘.171’
limiti varsa ve 1’den kiigikse, o zaman »_ x; serisi mutlak yakinsaktur. Eger
limit varsa ve 1’den biiytikse ya da sonsuzsa o zaman seri wraksaktar. [l
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Limit 1 oldugunda d’Aleglbert Kistasi bize serinin yakinsakligi hakkinda
herhangi bir bilgi vermiyor. Ornegin,

(20)!
Z4i(z’+ 1)li!

serisine d’Alembert Kistasi uygulamaya galigahm (terimleri faktoriyel barin-
diran serilere genellikle d’Alembert Kistasi uygulanmaya galigilir):

(2i42)! . .
I (2042)(@2i+1)
(20)! B ; ; )
T 40 +2)(i+1)

Goruldiga gibi limit 1 cikti ve d’Alembert Kistasi bize yakinsaklik konu-
sunda bir ipucu vermedi. d’Alembert Yakinsaklik Kistasi’nin bize yakinsaklik
hakkinda bir ipucu vermedigi bir bagka seri,
>
72
-1
serisidir. Ama neyse ki bu serinin limiti oldugunu biliyoruz.

Bu altbéliimde, limit 1 oldugunda bagvurulabilecek bir bagka kistas kanit-
layacagiz, Raabe Kistasi. Bu kistas sayesinde yukardaki serinin yakinsak olup
olmadigini anlayabilecegiz.

Bir an i¢in, ) #; pozitif serisinin terimlerinin,

. Ti+1
lim —“F

i—oo  Ij

=1

esitligini sagladigini varsayalim. Ve «; terimlerini,
Lit1
Zi

C)éi:l—

olarak tamimlayalim. (oy); dizisi elbette 0’a yakinsar ama dizinin 0’a nasil
yakinsadigir onemli. («y;); dizisinin (1/7); dizisiyle karsilagtirilmas: bize > z;
serisinin yakinsakligi konusunda ipucu verebilir. Teorem goyle:

Teorem 19.6 (Raabe Kistasi). Eger

lim i <1 = |x”1|>
1—00 |III1|

limiti varsa ve 1’den biiyikse o zaman Y x; serisi mutlak yakinsaktor. Ote
yandan limit 1’den kiiciikse seri wraksaktar.

Limit 1 oldugunda Raabe Kistasi da serinin yakinsaklig1 konusunda bir fikir
beyan etmekten aciz. Seriler konusunda giicliiklerden ilelebet kurtulmanin yolu
yoktur. Doktor ancak agr1 kesici verebiliyor...
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Teorem 19.6’nin Birinci Kisminin Kaniti: Her zaman oldugu gibi z;
yerine |z;| alarak serinin pozitif oldugunu varsayabiliriz ve bdylece mutlak
degerlerden kurtuluruz. Limite ¢ diyelim. € > 0 sayisi, £ — ¢ > 1 esitligini
saglayacak kadar kiiciik olsun. Varsayimdan dolay1 O6yle bir N vardir ki, her
¢ > N igin,
. < CCi+1>
Il<l—e<i|l—— ) <{l+e
T

olur. Bizim igin 6nemli olan ilk iki egitsizlik olacak. £ — ¢ yerine p diyelim.
Demek ki yeterince biiyiik ¢ icin,

1<p<z'<1—mi“>
i

olur, yani Oyle bir p > 1 vardir ki, yeterince biiyiik i gostergecleri igin,

olur. Aslinda Raabe Kistasi’ni kanitlamak igin sadece bu esitsizlige ihtiyacimiz
olacak, teoremin Onermesindeki limitin varligl ya da yoklugu umurumuzda
olmayacak. Dolayisiyla limitten kurtulup ¢ok daha genel bir teorem kanitla-
yabiliriz:

Teorem 19.7 (Raabe Kistasi II). Eger x; > 0 ise ve yeterince biyik i gds-
tergecleri icin

esitsizliklerinin saglandige i’den bagimsiz bir p > 1 sayise varsa, o zaman » |, ;
serist yakinsaktor.

Kanmit: Teoremi kanitlamak icin Teorem 19.1’de kullanilan Onsav 3.18’in bir
benzerine ihtiyacimiz var.

Sav 1. Her p> 1 ve 0 < z < 1 gergel sayular: i¢in 1 —px < (1 —z)P egitsizligi
gecerlidir.

Bu savi bu notlarda buraya kadar verilen bilgilerle kanitlamamiza imkan
yok, ¢linkii heniiz bir p gercel sayisi i¢in 1 — z gibi bir sayinin p’inci giiciinii al-
may1 heniiz tanimlamadik. Bir sayinin p’inci gliclinii sadece kesirli p sayilari
igin biliyoruz. Ama ne gam! Eger teoremin varsayimi gercel bir p sayisi i¢in
gecerliyse, o zaman ayni varsayim kesirli bir p sayisi i¢in de gegerlidir. Nite-
kim, eger q kesirli sayisi, 1 < g < p esgitsizliklerini sagliyorsa, yeterince bliylik
1 gostergeci igin,

S e S

x; i )
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olur. Demek ki bundan bdyle teoremdeki p’nin kesirli oldugunu varsayabiliriz
ve yukardaki sav yerine agagidaki savi kanitlamakla yetinebiliriz:

Sav 2. Her p > 1 kesirli saynst ve 0 < x < 1 gercel sayist icin
l—pr<(l—2a)?
esitsizligi gecerlidir.
Ama bu aynen Onsav 3.22.

Teorem 19.6’nin Birinci Kisminin Kanitinin Devamai: Sav’a gore, yete-
rince biiyiik ¢ gostergecleri icin,

Tl g P L\ oG-
z i i i 1/G— 1)

esitsizligi dogrudur. Sonu¢ bundan ve Oran Kiyaslama Teoremi'nden (bkz.
Sonug 15.6) gikar. Nitekim > x; serisini, yakinsak oldugunu Teorem 19.1’den
bildigimiz $"2°, i'/7 serisiyle kiyaslayabiliriz. O

Teoremin ikinci kisminin kanitin1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Raabe kistasin bir bagka kanit1 ve farkli ve daha genel bir 6nerme igin
bkz Onsav 19.10.

Sonug 19.8. Eger yeterince buytk ¢ gdstergecleri icin |xiy1/x;| < 1 — p/i
esitsizliklerinin saglandigr i’den bagimsiz bir p > 1 sayst varsa, o zaman
lim; o0 x; = 0 olur. O

Ornekler
19.12. Bu kistast uygulayarak,
Z (2d)!
413+ 1)!4!
serisinin yakwnsaklhgine kanatlayabiliriz.
Kanit: Eger x; bu serinin ¢’inci terimiyse,

1(1—@):i(l—(2i+2)(2i+l))— i(6i +6) 3

i+2)6+D) ) dG+2a+) 27!

i
olur. Demek ki seri yakinsaktir. Bu serinin,

1 1-3 1-3-5

3. (20— 1)
6---(20+2)

1.
iTretre s T L

serisi olduguna dikkatinizi gekeriz. Buradan da genel terimin 0’a yakinsadigini, yani

|
lim 0t
n—oo 47(n + 1)!n!

esitligini buluruz. Hesapta olmayan bash basina ilging bir egitlik. a
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19.13.

19.14.

19.15.

19.16.

19. Birkag Onemli Yakinsaklik Kistasi Daha

Raabe Kistasin1 2, %2 serisine uygularsak serinin yakinsak oldugunu (bir kez daha)

goriiriiz, nitekim,

i(l— %) —i (1— (ifl)2> = i((fit)? —2>1

bulunur.

1-4-7---(3i+1)
2 (i + 1)13¢

serisi yakinsak madir?
Kanit: d’Alembert kistasimin bir sonu¢ vermeyecegi hemen anlasilir, ¢clinkii eger x;
yukardaki serinin ¢’inci terimiyse, o zaman,

Tit1 3i+4
zi  3i+6

olur ve bu ifadenin limiti 1’dir. Raabe kistasin1 uygulamaya caligalim:

(1= T ) — (1= 2y (2
x; 31+ 6 31+ 6

ve bu dizi 1’den kiiciik olan 2/3’e yakinsar. Raabe kistasina gore seri iraksar. O

a ve b iki say1 olsun. Su seriye bakalim:

1+a , 14+a)24+a) (1+a)(2+a)3+a)

L S G IR AT G B G G WA T S

Raabe kistasini uygulamaya calisahm (mutlak degerleri atarak!):

( (1—|—a)(2+a)...(i+1+a)(1—|—b)(2—|—b)...(i—|—b)>_‘< z’—|—1—|—a>
i(l- . : =i(l- o
(1+b)2+b)...(i+1+b) 1+a)2+a)...(i+a) i+1+b
- _ b-a .
T 14+1/ita/i
oldugundan, b > a + 1 ise seri mutlak yakinsar, b < a + 1 ise seri raksar.

Eger b = a + 1 ise Raabe kistasi bize bir gsey s6ylemiyor ama bu durumda serinin genel
terimi

b—a

1+a)2+a)---(i+a) _ 1+4a
(2+a)3+a)---(i+1+a) i+l+a

oldugundan, seriyi > 1/i serisiyle kiyaslayarak, serinin iraksak oldugunu anlariz.

a, b, ¢, d gercel sayilar olsun. Su seriye bakalim:

Za(a+c)(a+2c)~~~(a—|—z’c)
b(b+d)(b+ 2d) - (b+ id)

Eger ¢ = d = 0 ve b = 1 alirsak, Za”l geometrik serisini elde ederiz. Dolayisiyla,
serimiz genellestirilmis bir geometrik seri olarak addedilebilir.
Egera=1,b=4, c =d = 2 alirsak, Ornek 19.12’u elde ederiz.
Eger a = b =1 ise Ornek 19.15’yi elde ederiz.
Bu serinin hangi a, b, ¢, d sayilar icin yakinsak oldugunu anlamaya c¢aligalim. Seriye
d’Alembert Kistasi’n1 uygulamaya kalkigalim:
la+ (i + 1)c| |c]

— —
|b+ (i + 1)d| |d|
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Eger |c| < |d| ise seri yakinsar, eger |d| < |c| ise seri iraksar. Ama eger |c| = |d| ise
serinin yakinsayip yakinsamadigini anlayamayiz. d = ¢ > 0 durumunda Raabe Kistasi’-
m uygulamaya calisalim. Nitekim yukardaki 6érnekte olan da bu: d =c=2 > 0.

i (1 - Li“)
Ti

ifadesinin 7 sonsuza giderken limitini alalim:

i(1— T 1_a+(1§+1)c _ b—a _}b—a
z ) b+(i+1)c) "b+(i+1)ec c

Demek ki, eger ¢ > 0 ise,

Z a(a+c)(a+2c)---(a+ic)
b(b+c)(b+2c)---(b+ic)
serisi b > a + c ise mutlak yakinsar, b < a + c ise wraksar. Eger b = a + ¢ ise bu yontem

bize serinin yakinsakligi ya da iraksakligi hakkinda bir sey sdylemez; ama Y 1/i serisiyle
kiyaslayarak bu durumda serinin 1raksak oldugu kolaylikla gosterilebilir.

19.17. [Hipergeometrik Seri] a, b, ¢ ii¢ say1 olsun. Su seriye bakalim:

b ala+1) b(b+1) o ala+1)(a+2) b(b+1)(b+2) 3
ST qer T T T 123 et nern)t T

a
14+ =
+1

d’Alembert kistasimi kullanmaya calisalim. w;, z*'nin katsayist olsun.

w1 (a+i+1)(b+i+1)

u (i+2)(c+i+1)

oldugundan, yeterince biiyiik 4 icin bu oranlar pozitif olacak ve d’Alembert (ya da Ra-
abe) kistasin1 uygulamak icin mutlak degerlere ihtiyag yok. d’Alembert kistasi uygu-
landiginda, serinin |z| < 1 i¢in mutlak yakinsak oldugu, |z| > 1 i¢in wraksak oldugu
kolaylikla gikar. Bundan bdyle z = 1 olsun. Bu durumda Raabe kistasin1 uygulamaya
caligalim. j = ¢ + 1 tanimimi yaparak,

"(1 - UT+) - (1 - (“Ji%?i(i?iﬁ”) ! <1 - %)

j(cfa7b+1)fabfc_Z,(cfaberl)fab/jfc/j
G+ Dlc+7) - G+ D(e/i+1)
(c—a—-b+1)—ab/j—c/j

= it nGrya o eTenbl

buluruz. Demek ki ¢ > a + b ise seri yakinsar, ¢ < a + b ise seri wraksar. ¢ = a + b
durumunda da seri yakinsar. Bunun icin bkz. [Bro, sayfa 40-41].

19.3 Kummer-Dini Kistasi

Bu altboliimde, d’Alembert ve Raabe kistaslarindan daha genel (bkz. Ornek
19.20 ve Sonug 19.10) bir kistas gorecegiz?. Ik olarak Kummer tarafindan
bulunan bu tiirden bir kistas, daha sonra Dini tarafindan agagida agiklanan
bicimiyle kanitlanmigtir.

2Bu béliim igin [Bro]’dan yararlanilmistir.
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Teorem 19.9. (a,), ve (by)n iki kesin pozitif dizi ve

an

Cn = bn - bn+1

An+1
olsun.
i. Eger liminf ¢, > 0 ise > a; yakinsaktur.
ii. Eger % = 00 ve limsupc, < 0 ise Y a; = co olur.

xxxx Bunun tersi de dogru. Eger > a; yakinsaksa kosulu saglayan (b,)y
vardir. Galiba b, olarak 3 a; serisinin kuyrugunu almak yetiyor. xxxxxxxxxxx
Kamt: i. £ = liminf ¢, > 0 olsun. O zaman 6yle bir 0 < ¢ < £ vardir ki her ¢
icin

@
c<c=bi—— —bi1,
Ai+1
yani

a;ib; — a;i11bip1 > caiqq

olur. Bu esitsizlikleri ¢ = 0’dan ¢ = n— 1’e kadar toplarsak, sadelegtirmelerden

sonra
n

aobo > (lob() — anbn > CZ a;
=1

elde ederiz. Demek ki > a; serisinin kismi toplamlar1 apbg/c’den kiigliktiir,
dolayisiyla seri yakinsaktir.
ii. £ = liminf ¢, < 0 olsun. O zaman Oyle bir N vardir ki, her ¢ > N igin

a;

b; —bit1 =¢; <0,

Gi+1

yani

a;b; < ajr1bit1

olur. Demek ki her ¢ > N igin,

CLNbN < aibi
yva da
1
a; > aNbN—
b;
olur, ki bu da " a; = oo esitligini gosterir. [l

Ornekler
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19.18.

19.19.

19.20.

Teorem (an ). dizisinden ziyade (an/an+1)n oranlar dizisi tizerine bir varsayim yapti-
gindan, (an)n dizisi 6rnegi verecegimize oranlar dizisi érnegi vermek yeterli. Bir a sayisi
icin,

an n+a

An+1 n
olsun. b, = n? olsun. O zaman
Qan

cn = bn —bpr1=n(n+a)—(n+1)>=(@-2)n—-1

Qn+1
olur. Demek ki eger a > 2 ise, lim ¢, = co > 0 olur. Boylece teoremin (i) sikkindan > a;
serisinin a > 2 ise yakinsak oldugu c¢ikar. (Bir sonraki 6rnekte daha iyi bir sonuc elde
edecegiz.)
>~ 1/b; yakinsak oldugundan bu durumda teoremin ikinci sikkini uygulayamayiz.

Gene bir a sayisi igin,
an _Nn+a
An+1 n
olsun. Bu sefer b, = n alahm. O zaman
a
en=bp—— —bpr1=Mn+a)—(n+1)=a—-1
An+1

olur. Demek ki eger a > 1 ise, lime, = a — 1 > 0 olur ve teoremin (i) stkkindan > a;
serisi a > 1 ise yakinsak olur. (Yukardakinden daha iyi bir sonug.)

Bu sefer Y 1/b; = oo oldugundan teoremin (ii) sikkin1 da uygulayabiliriz: Eger a < 1
ise > a; serisi iraksaktir.

Eger a = 1 ise kistas bir sonuca varamiyor.

Teoremde b, = 1 alirsak, d’Alembert kistasimi buluruz.

Sonug 19.10 (Genellestirilmis Raabe Kistas1). > a; pozitif bir seri olsun.

i. Eger liminf n (aZﬁ - 1) > 1 ise Y a; yakwnsar.

ii. Eger limsupn (aiﬁ — 1) <1 ise Y a; waksar.

Kanit: Teoremde b, = n almak yeterli. [l

19.4 Dirichlet ve Abel Kistaslar:

Bu béliimde terimleri illa pozitif olmak zorunda olmayan serilerin yakinsakli-
giyla ilgilenecegiz.

(an)n ve (by)y, iki dizi olsun.

Ap=ao+-+ap

olsun. O zaman

(1)

n

Z ab; = Apbpy1 — Z Ai(biy1 — by)

1=0 1=0

olur. Nitekim sagdaki ifadede, i < j < n + 1 ise a;b; terimi bir kez A; 1b;’'de
bir kez de A;b;’de beliriyor, ama bu ifadeler ters isaretli olduklarindan bunlar
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birbirini gétlriiyor ve a;b; kalmiyor. ¢ < n + 1 ise a;bn41 ifadeleri de sa-
delegiyor. Boylece sag tarafta sadece a;b; ifadeleri kaliyor. Ayni egitligi s0yle
de kamtlayabiliriz: A_; = 0 tamimuyla,

Z a;b; = Z(Az —Ai_1)b; = Z Aib; — Z Aibiv1 + Apbpgr.
i=0 =0 =0 =0

(1) formiiliine Abel’in kismi toplam formiili adi verilir®. Su sonucu
elde ettik:

Teorem 19.11. Eger Y A;j(bi+1 — b;) serisi ve (Apbpt1)n dizisi yakinsaksa
> a;b; serisi de yakinsaktir ve

Z a;b; = nlgglo Apbpy1 — Z Ai(biy1 — by)
olur. O

Teorem 19.12 (Dirichlet Kistasi). Y a; serisi, kasmi toplamlar sinarle olan
bir seri ve (by)n azalarak 0’a yakinsayan bir dizi olsun. O zaman > a;b; serisi
yakinsar.

Kamit: A, = ap + --- + ay olsun. Diyelim her n igin |A,| < M. O zaman
limy, 00 Apbn+1 = 0 olur. Demek ki Teorem 19.11%e gore Y A;(bj+1 — b;) seri-
sinin yakinsak oldugunu gostermeliyiz. (b, ), dizisi azaldigindan,

|Ai(bir1 — ;)| = [Ag] |bir1 — b = [As|(biy1 — b;) < M(bip1 — b;)

olur. Ama Y (bj11 — b;) serisi teleskopiktir ve lim,_ o0 b, = 0 oldugunu bili-
yoruz. Demek ki > (b;41 — b;) serisi yakinsaktir. Dolayisiyla > A;(bj+1 — b;)
serisi mutlak yakinsaktir. O

Teorem 19.13 (Abel Kistast). > a; serisi yakinsaksa ve (by), dizisi azalarak
ya da artarak yakinsayan bir diziyse > a;b; serisi yakinsar.

Kanit: Yukardaki yazilimi kabul edelim. Varsayima gore > A, b,11 yakinsar.
Teorem 19.11°e gore Y . A;(b;11—b;) serisinin yakinsak oldugunu kanitlamaliyiz.
(|A;]); dizisi tstten M tarafindan simirlanmig olsun. O zaman,

|Ai(biv1 — bi)| = [Ai] [bit1 — bi| < =M (bit1 — bi)

olur. Terimleri sagdaki ifade olan seri teleskopik bir seridir ve (b;); dizisinin
limiti vardir, demek ki yakinsaktir; dolaysiyla > A;(bj+1 — b;) serisi mutlak
yakinsaktir. O

Aligtirmalar

3integral gormiisler igin: Bu formiiliin integrali parcalara ayirmaya (integration by parts)
benzedigine dikkatinizi cekeriz.
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19.21. > a; serisi yakinsaksa ve Y (b; —b;+1) serisi mutlak yakinsaksa > a;b; serisinin yakinsak
oldugunu kanitlayin.

19.22. > a; serisinin kismi toplamlar: sinirhysa, lim, o0 b, = 0 ise ve > (b; — b;11) serisi
mutlak yakinsaksa Y a;b; serisinin yakinsak oldugunu kanitlayim.

Bir bagka Abel kistas1 agagida:

Teorem 19.14 (Abel Kistast). ) .. x; bir seri olsun. $u ozellikleri saglayan
(eén)n ve (yn)n dizileri varsa, N

1. Zn = €n¥n,

2. 1300, vil sayilars dstten sinarhdor,

3. 3 020 lent1 — €n| serisi yakinsaktar,

4. limy, oo €, =0,
0 zaman Y.~ x; serisi yakinsaktor.

Kanit: ) .., ; serisinin kismi toplamlariin bir Cauchy dizisi oldugunu gos-
terecegiz. Bu amacla 0’dan biiyiik herhangi bir € sayisi secelim.

n
Ymn = Z Yi
i=m
olsun. Varsayima gore 6yle bir A var ki, her m ve n igin,

[Ym.n] < A

olur. Tanimdan dolayi, her ¢ < p igin,

Yi = Yi,p — Vi+lp

olur. Demek ki, her m < n < p icin

n n n
S w| = au| =D €&Wip— vit1yp)
i=m i=m i=m
n—1
= | €mYm,p + Z yi—i—l,p(ei—l—l - Ei) — EnlYn+l,p
i=m
n—1
< lemllympl + Y [Wir1plleirs — &l + lenl[yns1pl
i=m
n—1
<A Jeml + ) leir — € + |enl
i=m

olur. Biz, her m < n igin

n n—1
> @i <A lem| + D leira — el + len]
i=m i=m
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esitsizligini aklimizda tutalim. Simdi sagdaki ifadeyi (yeterince biiyiikk m < n
sayilar i¢in) €’dan kiigiik yapacagiz. lim, ,« €, = 0 oldugundan, &yle bir Ny
vardir ki, her n > Nj igin,

€
len| < 34
olur. Ayrica,
Z l€i+1 — €
i>0

serisi yakinsak oldugundan, kismi toplamlar: bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla
Oyle bir No vardir ki, her n > m > Ns icin,

n—1

€
Z |ent1 — €n| < 34

i=m

olur. Simdi N = max{ Ny, N2} olsun. Her n > m > N igin,

n n—1
in §A<|€m|+z|€i+1—€i\+\€n|> <A<§+§+i) =€

i=m i=m
olur. Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Eger (e,)n azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, tigiincii kogul otomatik ola-
rak saglanir ¢iinkii,

n
Z |€iv1 — €|l = €0 — €nt1 — €0
i=0
olur.
Bu teoremden yola ¢ikarak Leibniz teoremini (Teorem 17.1) bir kez daha
kanitlayabiliriz:

Teorem 19.15 (Leibniz). (e,), azalarak 0’a yakinsayan pozitif bir dizi olsun.
O zaman > (—1)"¢, serisi yakinsaktur.

Kanit: z,, = (—1)"€¢, ve yp, = (—1)" olsun. Teorem 19.6'nin 1, 2 ve 4’iinci var-
sayimlari bariz bicimde dogru. 3’iincii varsayim ise Teorem 14.2. ([

Her ne kadar karmagik sayilari heniiz gérmediysek ve, en azindan bu ve
sonraki ciltlerde gérmeyeceksek de, bu teoremi terimleri karmasgik sayilar olan
ilging bir seriye uygulayalim:

inz
e

Karmasik Sayilar: Bilenlere Ornek. Eger z ¢ 2r7Z ise Y o7, serisi yakinsaktar.
Kanit: Eger z € 27Z, |e'™* /n| = 1/n olur ve bu durumda serinin sonsuza gittigini biliyoruz.
Simdi z ¢ 27Z olsun. Abel Kistasi'nda, z, = €% /n, yn = €* ve €, = 1/n olsun. Sadece
2'nci kogulu kanitlamak biraz zordur. a = €% olsun. O zaman, n > m icin,

n+1

n n n m
_ ikz k_a —a
Yk = et = o= —-
: l1—-a
k=m k=m i=m
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olur ve bu sayilarin iistten sinirli olduklarini1 kanitlamak kolaydir. O

z

Daha genel olarak eger (¢,,), azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, z ¢ 27Z ise Y ¢,e'™
serisi yakinsaktir. Bunun da kaniti aynen yukardaki gibidir. Gergel ve karmagik kisimlari

ayirarak, bundan,
E €n COSNZ VE E €n Sinnz

serilerinin de yakinsak oldugu cikar. O






Karisik Ahstirmalar

1.

(an)n dizisinin limiti a olsun. Eger her n,m > N igin, |an — am| < € ise, her n > N
icin, |an — a| < € oldugunu kanitlaym.

. a ve b iki gercel say1 olsun. (z,), dizisini g6yle tamimlayalim: 1 = a, x2 = b ve her

n > 2 icin,

_ Tn—1 + Tn—2

Ty = — s

olsun. Yani dizinin her terimi 6nceki iki terimin aritmetik ortalamasi. Simdi y1 = =1
ve her n > 2 icin, ¥y, = £, — n—1 olsun.

i. (zn)n dizisinin yakinsak oldugunu kanitlayin. ipucu 1: Dizinin ilk birka¢ terimini
kagit istiinde gosterin. Ipucu 2: a < b varsayiminin bir zarar1 olamaz. Once tiime-
varimla, her k icin,

Tok—1 < Tak4+1 < Tokt2 < T2k
esitsizliklerini kamitlayin. Demek ki (x2x)s dizisi azalmaz, (x2r+1)s dizisi artmaz ve

her k ve £ icin g1 < @ae olur. Sonra, gene tiimevarimla, Tog o — Tops1 = (b—a)/2"
esitligini kanitlayin. Bu kadar ipucu yeterli olmali.

ii. > yn serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin. ipucu: Teorem 14.2.

iii. Buradan x,’nin degerini a ve b cinsinden bulun. Ipucu: z,, > y» serisinin kismi
toplamudir. Ayrica n > 2 igin, y, = (—1)" 2”[_“2 dir.

iv. lim, 0o @, yi bulun.

z € Rvex #1 igin,
on

>
(1 _ w)2n+1
serisinin yakinsakligini ve iraksakligini tartigin.

Agagidaki serilerin yakinsak olup olmadiklarina karar verin ve yakinsiyorlarsa hangi
sayiya yakinsadiklarini bulun:

2430 +2 i V533 +2 i E i
£ 24 22 +1°

i:12i3+i+4’ +3i4+4 2 +1°

\//Z\/m7 21 ) . 6Z+17 31 )

i=1 =2
o 1 o/ o/~ 2+ 1 > 43
;i(i+1)(i+2)’ 2WVIHT=VD, Y @it ;z‘s—@“
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10.

11.

Karisik Alistirmalar

Asgagidaki serilerin yakinsayip yakinsamadiklarina karar verin:

53171

YV XV X g

55171

si2 41 (142
Z(gi—n!’ 2.1 3+ 1 2_(1) <2+3i>'

. Asagidaki serilerin yakinsakligina ya da iraksakligina karar verin:

2 <1Z2J;31) i 1+(—11)ixﬁ'

=2

. Z x; pozitif ve wraksak bir seri olsun.

T

Yo nt ta

tanimin yapalim. ) y; serisinin de iraksadigini kanitlayin. ipucu:

3 S0k
k=0

Yirk > 1 — ~itm .

k=0 k=0 <Lk

esitsizligini kullanabilirsiniz.

Asagidaki serilerin hangileri yakinsak, hangileri iraksaktir?
_ k
SoYRELZVR S N bir sabit),
n 2n
n n(n+1) n
Yn —1
Y() o XwEen

2

n n \" 1
“o(h) o Ty

\Z? S VT+2+ -+,

n;&—l—\/ﬁ (n!)?
ZQn '\/ﬁ ’ Zg%n)'!’
sral oy
P > (- 1).

ai, v/2’'nin virgiilden sonraki ¢’inci basamag1 olsun.

> a' =144z +2” +42° + -
serisinin yakinsaklik yaricapinin 1 oldugunu kanitlayin.

ao =1 ve i > 1 igin,

o — 2a; eger 1 ciftse
17\ 3a; eger i tekse

olsun. > a;x’ serisinin yakinsaklik yaricapimn 1 /+/6 oldugunu kanitlayn.
Sabit bir r # 1 gercel sayis1 alalim. ap = 1 ve i > 1 icin,

Ait1 i+

a; 1+ 2

olsun. 3" a;x’ serisinin yakinsaklik yaricap: kactir?



Karisik Alistirmalar 349

12.
13.

14.

15.

cosh z ve sinh z kuvvet serilerinin tiirevlerini bulunuz. (Bkz. Aligtirma 18.23.)

Altboliim 18.4’teki Cauchy carpimini ve Cauchy garpimi hakkindaki teoremleri kulla-
narak su (trigonometrik) esitlikleri kanitlayin:

cos’z +sin’z = 1,
sin(z + y) = cosxsiny + sinx cos y,
cos(z + y) = coszcosy —sinzsiny.

Terimleri a,, = 1! + \/2! + 13!+ -+ +/n! olan dizi yakinsak mudir?
Terimleri a, = 1! + §/2! + \3/ 3!+ ...+ ¥n! olan dizi yakinsak madir?




