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sin ve cos fonksiyonlarinin kuvvet serisi acilimiyla verilen tanimlarini kullanarak
limy,_o(sin h)/h = 1 ve lim,,_o(1—cosh)/h =0

esitliklerini gosterin.

(Uyart: (sin h)/h, h = 0 iken tanmimli degil, bu nedenle (sin h)/h ifadesinin kuvvet serisi
acilimini 0’da degerlendiremezsiniz. Weierstrass M-testini kullanin.) [15 puan.]

ce X°cXcRvef: X— R bir fonksiyon olsun. Bir M € R ve bir a> 0 i¢in (¢ — &, ¢ + Q)
c X ve her x € (c — «, c + @) icin |f{x) — fic)] < Ml|x — c| olsun. Bu durumda f fonksiyonu ¢
noktasinda Lipschitz kosulunu saglar denir. Boyle bir f'nin ¢’de stirekli oldugunu gosterin. [4
puan.]

ce X°cXc Rvef: X— R bir fonksiyon olsun. f'ye ¢ noktasinda tiirevlenebilir denir eger
lim f(c+h)—f(0

h—0
h
Limiti varsa ve bu durumda limit f{c) ile gosterilir. Boylelikle Y kiimesi f{c)’ nin var oldugu c

sayilariin kiimesi olmak iizere yeni bir f": ¥ — R fonksiyonu elde edilir. f"fonksiyonuna f

fonksiyonunun tiirevi denir.

2. Sabit fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu gosterin ve tiirevini bulun. [2 puan.]

3.

4,

Birim fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu gosterin ve tiirevini bulun. [2 puan.]

fix) = |x| fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugu noktalart bulun. Tiirevlenebilir noktalarda
tiirevleri hesaplayin. [5 puan.]

fx) = X' fonksiyonunun ¢ = 2 noktasinda tiirevini bulun. [7 puan.]
sin” x, cos” x ve exp” x fonksiyonlarini bulun. [15 puan.]

¢ noktasinda tiirevlenebilir bir fonksiyonun c¢ noktasinda Lipschitz kosulunu sagladigini
gosterin. ¢ noktasinda tiirevlenebilir bir fonksiyonun yine ¢ noktasinda siirekli oldugunu
sonucuna varin. [15 puan.]

ce X°c XcRvef, g: X — R cnoktasinda tiirevlenebilir iki fonksiyon olsun. f + g
fonksiyonunun da ¢ noktasinda tiirevlenebilir oldugunu ve (f + g)’(c) = f(c¢) + g’(c) esitligini
gosterin. [5 puan.]

[Carathéodory Onsavi] c € X° < X < R ve f: X — R bir fonksiyon olsun. Gosterin ki f
fonksiyonu c¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ancak ve ancak her x € X icin flx) — fic) = (x —

o)fi(x) esitligini saglayan bir f; : X — R siirekli fonksiyonu vardir.



Bu durumda f'(¢) = fi(c) esitliginin saglandigin1 gosterin. [15 puan.]

10. Soru 8’ i Carathéodory Onsavini kullanarak gosterin. [5 puan.]

1l.ce X*c Xc Rvef, g: X — R c noktasinda tiirevlenebilir iki fonksiyon olsun.. f.g
fonksiyonunun da ¢ noktasinda tiirevlenebilir oldugunu ve (f'g)'(c) = f(c)g(c) + flc)g'(c)
esitligini gosterin. [10 puan.]



