Bolum 1

SIMGELER ve TERIMLER

1.1 KUMELER CEBIRI

Genel topoloji, temelde Kiimeler Kuramina dayalhidir ve cagdas analizin te-
melidir. Okurun bu iki alanin temel kavramlarim bildigini varsayacak ve ki-
tap boyunca Kiimeler Kurami'nin ve Klasik Analiz’in yaygin kavramlar ile
simgelerini agiklamasiz kullanacagiz. Ancak, baglarken kavram birligini olug-
turmak ic¢in kitapta kullanilacak baglica simgeleri ve terimleri listelemek iyi
olacaktir. Fazla bilgi i¢in bkz. [13], [8], |10],|12].

Soyut matematiksel yapilar, genellikle, gercel ve karmagik say1 kiimele-
rinin yapilar1 6rnek alinarak kurulur. O nedenle, say1 kiimeleri izerindeki
cebirsel yapilarin iyi bilindigini varsayiyoruz.

1. Dogal sayilar kiimesini N,
2. Tam sayilar kiimesini Z,
3. Rasyonel sayilar kiimesini Q,
4. Gergel sayilar kiimesini R,
5. Karmagik sayilar kiimesini C ve
6. Irrasyonel sayilar kiimesini
R-Q=R\Q=Q =0Q=0Q°
simgelerinden herhangi birisi ile gosterecegiz.
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Tiimevarim yontems diye bilinen agagidaki teorem ispatlarda kullanilan
iyi bir aractir.

Teorem 1.1.1 (Sonlu Tiimevarim Ilkesi). A C N kiimesi i¢in asagidaki ko-
sullar saglamiyorsa, A =N dir:

e )0 A
o (ilncA=(n+1)cA

Belli bir P o6zelligini saglayan biitiin x 6gelerinin olugturdugu kiimeyi
{z|Z(x)} simgesiyle gosterecegiz. Genellikle kiimeleri biiyiik, 6geleri kiigiik
harflerle yazacagiz. Eger a 6gesi, A kiimesine aitse, bunu a € A simgesiyle;
degilse a ¢ A simgesiyle gosterecegiz.

A kiimesine ait olan her 6ge aym1 zamanda B kiimesine de ait ise A kii-
mesi B kiimesinin bir alt kiimesidir, diyecek ve A C B yazacagiz. A kiimesi
B nin bir alt kiimesi ise, B kiimesi A nin bir iist kiimesi olur ve B D A
yvazilir. Bazen vurgulamak amaciyla alt kiime yerine altkiime ya da alt-kime
vazacagiz. Benzer yazig usuliinii dst kiime ve alt uzay gibi terimler icin de
kullanacagiz. Yeri gelmisken, bir noktaya daha isaret etmekte yarar vardir.
Matematik simgeleri ve deyimleri kullanirken, ¢ogunlukla, dilbilgisi kuralla-
rimdan sapmamiz gerekir. Ornegin, kesme(’), |—| gibi simgeler matematiksel
ifadelerde, imla kurallarindakinden farkli anlama sahiptirler. Bu durumlarda,
matematiksel ifadeyi 6ne ¢ikarmak i¢in, imla kurallarini ihmal etmek zorunda
kalirz; aksi halde matematiksel ifadeler anlamindan sapacaktir.

Hicbir 6gesi olmayan kiimeye bog kiimeye diyor ve () imi ile gosteriyoruz.
Bosg kiime her kiime tarafindan kapsanir. Bir X kiimesinin biitiin alt kiimele-
rinin olugturdugu kiimeye X in kuvvet kiimesi diyecek ve &?(X) simgesiyle
gosterecegiz.

Mantikta ve kiimeler cebirinde kullanilan asagidaki imleri ve baglaclar

ispatlarda kisaligi saglamak icin yeri geldikce kullanacagiz.
1. 3 (vardir)

’

2. V (her),
3. = (gerektirir),
4. < (birbirini gerektirir),

5. = (degil),
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6. : (Gyle ki),
7. N\ (ve),

8. V (ya da)

E kiimesi evrensel kiime olarak segildiginde bir A C FE alt kiimesinin
tiimleyeni (tamlayani)

A=FE—-A={zlre ENnz ¢ A}

kiimesidir.
A ile B kiimelerinin bilegimi, arakesiti, fark: ve simetrik farki, sirasiyla,

1. AUB={x|lr€ AVvz € B}
2. ANB={zlr € ANz € B}
3. A-B={zlx € ANz ¢ B}
4, ANB=AUB—-ANB

diye tanimlanir.

Bilegim ve arakesit iglemleri yalniz iki kiime igin degil, sayilabilir ya da
sayilamaz ¢oklukta kiimeler ailesi iizerinde de tanimlanabilir. I herhangi bir
indis (damga) kiimesi olsun. Her i € I icin bir A; kiimesinin verilsin. Ogeleri
A; kiimeleri olan
kiimesine bir kiimeler ailesi ya da sinifi denilir. Burada aile ya da simif deyi-
minin kullanilmasinin nedeni, "kiimelerin kiimesi” kavraminin yarattigi pa-
radokstan sakinmak i¢indir.

o/ ailesine ait kiimelerin bilesim ve arakesiti, sirasiyla,

Ua = {= : ZilieInzeA}
NA: = f{z:VilieI=zeA))

diye tanimlanir. Bog olmayan bir A kiimesinin bir ayrigimi oyle bir

ailesidir ki, bu aile
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(i) Viel=A#0
(i) Vi,jeINni#j=ANA; =0
(i) A= U, A
ozelliklerini saglar. Ozel olarak, (i) kogulunu saglayan herhangi bir <7 ailesine

ayrisikter, denilir.
A ile B kiimelerinin kartezyen carpimi

Ax B={(a,b):a€ AN be B}

kiimesidir.
Ay, As, As, ..., A, kiimelerinin kartezyen carpimi, her ¢ = 1,2, ..., n igin
a; € A; olmak kosuluyla, (aq,as, ..., a,) bigimindeki n-siralilarinin olugtur-

dugu kiimedir.
Bu kiime agagidaki simgelerden birisiyle gosterilir:

A1XA2X...An (11)
Xiq A;
I, A;

ﬁAi (1.4)

Bir G C A x B alt kiimesine A x B kartezyen carpimi i¢inde bir grafiktir,
denilir.
G grafiginin tersi

Gt ={(ba)|(a,b) G} C Bx A
grafigidir.
a = (A, B, G) sirah iicliisiine A dan G ye bir bagints, denilir.
(z,y) € G ise, a bagintis1 z 6gesini y 6gesine bagliyor (esliyor) diyecek
ve xay simgesiyle gisterecegiz.
GCAxBveHCBxCise
HoG ={(z,2) e AxC|(JyeB): (z,y) e GN(y,2) € H}

grafigine G ile H grafiklerinin bilegkesi denilir. « = (A, B,G) ve 8 = (B,C, H)
bagintilarinin bilegkesi
aofl = (A, C, HoG)

bagintisidir.
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1.2 FONKSIYON

X ile Y herhangi iki kiime olsun. X kiimesinden Y kiimesine tanimli bir f
fonksiyonu, X kiimesine ait herbir x 6gesini Y kiimesine ait birtek y 6gesine
esleyen bir bagintidir. Boyle bir bagintiyi(fonksiyonu)

f: X =Y

simgesiyle gosterecegiz. X kiimesine f fonksiyonunun tanim bélgesi ve Y
kiimesine de deger bolgesi denilir, f fonksiyonu x 6gesini y 6gesine egliyorsa,
bunu, y = f(z) ya da f : x — y simgelerinden birisiyle gosterecek ve f
fonksiyonu z 6gesini y 6gesi iizerine resmediyor (map) diyecegiz, y Ggesine
x in f altindaki resmi; = 6gesine de y nin f altindaki dnresmi (ters resmi)
diyecegiz. Buna gore bir A C X alt kiimesinin f altindaki resmi

fLA) ={y | Fz(z e ANy = f(z))} ={f(2) |z € A}

kiimesidir. Benzer olarak bir B C Y altkiimesinin onresmsi

f(B) ={z3y(y e BAy = f(2)} = {z | f(x) € B}

kiimesidir.

Her x € X i¢in f|a(z) = f(x) kogulunu saglayan f|4 : A — Y fonksiyo-
nuna, f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanmagr (daralmigi) denilir.

Bir B kiimesinden bir A kiimesine tanimli olan biitiin fonksiyonlarin
olusturdugu kiimeyi A® ile gosterecegiz. f : X — Y fonksiyonunun tersi
f=(X,Y,G) bagimtismm f~' = (Y, X, G™') ters bagimtisidir. f~'({y}) ye-
rine, kisaca, f~!(y) vazacagiz. f(a) = f(b) = a = b oluyorsa f bire-bir
(BB) dir. f nin BB olmas: igin gerekli ve yeterli kogul, her = € X igin
y = f(z) & z = f'(y) olmasidir. f(X) =Y ise f orten (0) bir fonksi-
yondur. Hem bire-bir, hem de érten olan fonksiyonlara bire-bir-érten (BBO)
fonksiyonlar denilir, f BBO ise f~! ters bagmtisi da bir fonksiyon olur. Bu
durumda f ye tersinebilir bir fonksiyon ve f~!:Y — X fonksiyonuna f nin
ters fonksiyonu diyecegiz.

1.3 DENKLIK BAGINTISI

Bir X kiimesi iizerinde tanimlanan S bagintisi, eger yansimah (reflexive),
simetrik ve gegigliyse (transitive); yani
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(i) z€ X =abz
(i) (z,y € X Aafy) = ypx

(iii) (v,y,2 € X ANaxBy ANyBz) = xfpz

ise, bir denklik bagintisidir denir.
Aligkanhk oldugu iizere denklik bagimtilar: ¢cogu kitapta ~ igaretiyle gos-
terilir. Ama biz, yerine gore farkli simgeler kullanacagiz.

1.3.1 Denklik Siniflar:

X kiimesi iizerinde S bir denklik bagintisi olsun. Herhangi bir x € X &gesini
alalm. X icinde g bagintisina gore z 6gesine denk olan biitiin 6gelerden
olugan alt kiimeye x in denklik sinifi diyecek ve onu [x]g ile gisterecegiz, yani

[Z]p={y |y € X ANyPz}

dir.  denklik bagimtisimin bagka birisiyle kargilagtirilmasi kugkusu olmadig:
zaman [x]g yerine kisaca [z] yazacagz.

Sonug 1.3.1. X kiimesi tizerinde [ bir denklik bagintisy ise, B min denklik
stnaflary X kiimesinin bir ayrisiming olusturur.

Tersine olarak, X in her ayrigimina kargilik, bu ayrigimi olugturan alt
kiimeleri denklik siniflar1 olarak kabul eden bir 3 denklik bagintisi vardir.

Tanim 1.3.1. X kiimesi iizerindeki bir denklik bagintist  olsun. S nin
(farkl1) denklik smiflarindan olugan aileye, X in [ ya gore boliim kiimesi
diyecek ve X/f3 ile gosterecegiz; yani

X/B8=Al=],1yl, .-}
dir. X kiimesinden X//3 boliim kiimesine tanimlanan

0 :x— [z]

fonksiyonuna boliim déniigiimii diyecegiz.
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1.4 SIRALAMA BAGINTILARI

1.4.1 Kismi Siralama

Tanim 1.4.1. A kiimesi iizerinde, asagidaki niteliklere sahip =< ikili bagin-
tisina bir kismi (tikel) siralama bagimtist ve (A, <) ¢iftine de kismen (tikel)
siralanmas bir sistemdir, denilir.

(i) a € A= a = a (yansimali-reflexive)
(i) (a,be ANa#bAa=b)= —(b=a) (antisimetrik)

(iii) (a,b,c€ ANa=<bAb=c)= a = c (gegisli-transitive)

Matematikte sik kullandigimiz bazi kismi sirali sistemler:

Ornek 1.4.1. Gergel sayilar kiimesi < bagmtisima gore kismi siralidur. (Biraz
sonra bu siralamanin daha fazla nitelikleri oldugunu soyleyecegiz).

Ornek 1.4.2. Dogal sayilar kiimesi m|n (m sayise n sayusing biler) bagmti-
sina gore kismi sirahdir.

Ornek 1.4.3. Bir X kiimesinin (X ) kuvvet kiimesi C kapsama bagimtisima
gore kismi siralidir.

Ornek 1.4.4. Bir vektor uzaymin alt-vektor uzaylar ailesi kapsama bagin-
tisina gore kismi siralidir.

Ornek 1.4.5. A = [0, 1] kiimesi iizerinde a < b <= (a > b) bagmntisina gore
kismi siralidir.

(A, =) kismi siralanmig bir sistem olsun. A kiimesine ait a ve b ile goste-
recegimiz herhangi iki 6ge verilsin. Eger a < b ya da b < a oluyorsa a ile b
ogelerine <X bagintisina gore karsilastirilabilir iki 6ge, bagintiya da dorgendir,
diyecegiz.

Kismi siralanmig bir kiimenin herhangi iki 6gesinin karsilagtirilabilir ol-
mas1 gerekmez. Bagka bir deyisle, kismi sirali bir kiimede birbirleriyle karsi-
lagtirilamayan ogeler var olabilir.
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Alt Sinirlar, Ust Siirlar

Tanim 1.4.2. (A, <) kismi siralanmig bir sistem olsun ve bir B C A alt-
kiimesi verilsin. Eger bir a € A 6gesi B nin her 6gesinden Once geliyorsa;
yani

Vb(be B=a=b)

ise, a 0gesine B alt-kiimesinin bir alt siniridur, denilir.

Tersine olarak, eger bir a € A 6gesi B nin her 6gesinden sonra geliyorsa,
yani

Vb(be B=10b=a)

ise, a 0gesine B alt-kiimesinin bir st sinsridur, denilir.
Bazen vurgulamak amaciyla alt sinir ve iistsinir yerine alt-sinir (altsinir)
ve iist-sinir ({istsinir) yazacagiz.

Infimum ve Supremum

Tanim 1.4.3. Alt sinarlarin en biyigi (infimum) (A, <) kismi siralanmig bir
sistem olsun ve bir B C A alt-kiimesi verilsin. Eger bir a € A 6gesi agagidaki
iki ozellige sahipse, buna B alt-kiimesinin alt-sinirlarinin en biiyiigiidiir ya
da en biiyiik alt simrdir (infimum), diyecegiz:

(i) a 6gesi B kiimesinin bir alt simiridar,

(ii) a Ogesi B kiimesinin biitiin alt smirlarindan olugan kiimenin bir {ist
siniridir.

A kiimesinin alt sinirlarmin en biiyiigiinii ebas(A) ya da inf(A) simgesiyle
gosterecegiz.

Tanim 1.4.4. Ust ssnarlarin en kiigigi (supremum) (A, <) kismi siralanmig
bir sistem olsun ve bir B C A alt-kiimesi verilsin. Eger bir a € A 6gesi agagi-
daki iki ozellige sahipse, buna B alt-kiimesinin {ist sinirlarinin en kiigiigiidiir
ya da en kiiciik {ist sinirdir (supremum) , diyecegiz:

(i) a, B nin bir iist-siniridir,

(ii) a, B nin biitiin iist sinirlarindan olugan kiimenin bir alt siniridir.
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A kiimesinin iist simrlarmin en biiyiigiinii ekiis(A) ya da sup(A) simgesiyle
gosterecegiz.

Bu kavramlar, ozellikle, analiz derslerinde ¢ok sik gecer. Bazen vurgu-
lamak amaciyla alt sinir, iist sinir, en kiiciik ve en biiyiik terimleri yeri-
ne, sirasiyla, alt-sinar, dst-sinir, en-kiiciik ve en-biiyik yazacagiz. Kisaligi
saglamak i¢in B nin alt-sinirlarinin en-biiytigiinii inf(B) ile iist- smirlarinin
en-kiigligiinii sup(B) ile gosterecegiz. Analiz kitaplarinda, ¢ogunlukla, aseb
verine "inf" (infimum), iisek yerine "sup" (supremum) yazihr.

Kismi siralanmig bir A kiimesinin herhangi bir B alt-kiimesi verilmig ol-
sun. B nin birden ¢ok alt sinir1 ve birden ¢ok {ist sinir1 olabilir. Tabii, B
nin hi¢bir alt-sinir1 ya da hicbir {ist-sinir1 olmayabilir. Benzer gekilde, B nin
alt sinirlarinin en biiyiigii ya da iist-sinirlarinin en kiiciigii olmayabilir. Ama
varsa, bunlar ancak birer tanedir. Bagka bir deyisle, inf(B) ve sup(B) 6ge-
lerinin her ikisi de varolmayabilir, yalniz birisi varolabilir ya da her ikisi de
varolabilir. Varlik halinde bunlar birer tanedir. Kolayca sezilebilecegi gibi, B
nin bir alt-simir1, bir tist-simr, inf(B) ya da sup(B) 6geleri, B kiimesine ait
olabilir ya da olmayabilir.

Maksimal ve Minimal

Tanim 1.4.5. Maksimal Oje (A, =) kismi siralanmg bir sistem olsun ve
bir B C A alt-kiimesi verilsin. Eger B kiimesinin hicbir 6gesi bir v € B
O0gesinden sonra gelmiyorsa; yani

Wbe BAb>u)=b=u
ise, u 6gesine B nin maksimal (biiyikce) bir dgesidir, denilir.

Tanim 1.4.6. Minimal Oje (A, =) kismi siralanmig bir sistem olsun ve
bir B C A alt-kiimesi verilsin. Eger B kiimesinin hi¢bir 6gesi bir v € B
ogesinden Once gelmiyorsa; yani

Jbe BAb=v)=b=v

ise, v 6gesine B nin minimal (kigikce) bir ogesidir, denilir.

1.4.2 En Biiyiik ve En Kiigiik

A ile B yukaridaki anlamda olsunlar. Eger sup(B) varsa ve B ye aitse, buna
B nin en biiyiik égesi (maksimum) diyecegiz. Benzer gekilde inf(B) varsa ve
B ye aitse, buna B nin en kii¢iik dgesi diyecegiz.



10 BOLUM 1. SIMGELER VE TERIMLER

1.4.3 Tam Siralama

(A, =) kismi siralanmig bir sistem olsun ve bir B C A alt-kiimesi verilsin.
Eger B ye ait herhangi iki 6ge birbiriyle karsilagtirilabiliyorsa, B kiimesi =<
bagintisina gére tam siralidir, denilir.

Bagka bir deyisle, B kiimesi {izerindeki < bagintis1 yansimali, antisimet-
rik, gegigli ve orgin ise (B, <) tam siralanmig bir sistemdir. Bu durumda, <
bagintisina bir tam siralama bagintisider, diyecegiz.

Tam siralama bagintilarina  dogrusal siralama, lineer siralama, timel
siralama, total siralama, zincir adlar da verilir. Eger (A, =) kismi siralanmig
bir sistem ve B C A alt-kiimesi tam siralanmig ise, B ye A i¢inde bir zincidir,
diyecegiz.

Ornekler: < bagntisina gore Z, Q, R say1 kiimeleri tam sirali sistemler-

dir.

Ornek 1.4.6. R gercel sayilar kiimesi ya da bunun herhangi bir alt-kiimesi
< bagintisina gore tam siralidir.

R nin bu siralamaya gore hi¢ bir alt-sinir1 ve iist-sinir1 yoktur.
R nin
la,b] ={z|z€eR A a<z<b}

seklinde tanimlanan kapali arahigimin alt sinirlar1 (—oo, a] kiimesidir. Buradan
goriilecegi gibi, [a, b] nin alt sinirlarimin en-biiyiigi a dir. a € [a, b] oldugu i¢in
bu 6ge [a, b] nin en-kii¢iik 6gesidir. Benzer sekilde [a, b] nin iist-siirlar: [b, oo
kiimesidir. Ust-sinirlarin en-kiiciigii b dir. b € [a, b] oldugu icin [a, b] nin en-
bityiik 6gesi b dir. Ote yandan

(a,b) ={x |z €eRANa<z<b}

seklinde tanimlanan acik araligin alt ve iist sinirlar ile alt sinirlarinin en
biiytigii ve iist sinirlarmin en kiigiigii [a, b] araliginin karsilik gelen 6geleriyle
aymdir. Ancak a,b ¢ (a,b) oldugundan (a,b) nin en kiigiik ve en biiyiik
ogeleri yoktur.

1.4.4 1Iyi Siralama

A kiimesi iizerinde bir < bagintisi verilsin. Asagidaki iki kosul saglaniyorsa
=< bagintisina A iizerinde bir iyi-siralama bagintisidair, denilir.

(i) (A, =) kismi siralanmig bir dizgedir.
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(ii) A nin bog olmayan her alt-kiimesinin bir en kiigiik 6gesi vardir.

Bu durumda (A, <) iyi siralanmis bir sistem olur. Iyi siralanmig bir A
kiimesinin bog olmayan her B alt-kiimesinin en kiciik dgesi ayn1 zamanda B
nin alt siirlarinin en biiyiigiidiir.

Ornek 1.4.7. N dogal sayilar kiimesi < bagmtisina gore iyi siralidir.
Ornek 1.4.8. Alfabemiz A < B < C < ... bagmtisma gore iyi siralidr.
Ornek 1.4.9. Nicelik (kardinal) sayilar kiimesi iyi siralidir.

Ornek 1.4.10. Sira (ordinal) sayilar kiimesi iyi siralidir.

Tam siralanmig bir kiimede en kiiciik 6ge ile kiigiik bir 6ge ve en biiyiik
oge ile biiyiik bir 6ge arasinda fark yoktur. Yani tam siralanmig bir kiimenin
bir kiiciik 6gesi varsa bu 6ge ayni zamanda kiimenin en kiiciik 6gesidir. Biiyiik
bir 6ge icin de benzer sey soylenebilir.

Gergel sayilar kiimesi < bagintisina gore siraca tam (Dedekind tam) dir;
yani R nin bog olmayan herhangi bir S altkiimesinin bir {ist sinir1 varsa, bu
kiimenin R icinde en kiigiik iist sinir1 vardir.

Uzerindeki siralama bagimtist ile birlikte reel (gercel) sayilar dizgesini,
cogunlukla reel (gercel) eksen diye ¢agiracagiz. Reel sayilar kiimesine —oo ve
+o00 simgeleri katilarak genislemis reel sayilar dizgesi elde edilir. Bu dizgeyi R
ya da [—o0, 00| simgelerinden birisiyle gosteriyoruz. Benzer olarak, kompleks
(karmagik) sayilar kiimesine oo simgesi katilarak geniglemis karmagik sayilar
dizgesi elde edilir. Dogal sayilar kiimesi < bagintisina gore wy: sirali bir sistem
olugturur [13].

Tanim 1.4.7. Herhangi bir {A; | i € I} kiimeler ailesi verilsin. Bu ailenin
kartezyen ¢arpvmu her i € I i¢in a(i) € A; kogulunu saglayan

a:l— U A;
fonksiyonlarinin olugturdugu kiimedir.

Bu kiime agagidaki bagint1 ile tanimlanabilir:

[Ta={ala: 1A, Vi(i € I = a(i) € A))}

el i€l
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Sonlu ¢arpimin bir genellemesi olarak bazen a € | A; 6gesini (fonksiyonunu),
her ¢ € I i¢in a(i) = a; olmak iizere,

a=(a;),i1€l

seklinde yazacagiz. Burada her ¢ € [ i¢in a; 6gesine a nin ¢ — inci bileseni
denilir.

Tanim 1.4.8. Yukaridaki simgeler varsayilarak her j € [ icin
WjIHie]Ai—)Aj , Tt a—aj

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyona IIA; kartezyen ¢arpimindan j-inci
bilegsen [kon, koordinat] iizerine izdiigiim diyecegiz.

1.5 SECME AKSIYOMU

SECME AKSIYOMU vE ESDEGERLERI

Sonlu sayida, bog olmayan kiimelerin kartezyen ¢arpiminin bog olmadigini
sonlu time varim ilkesiyle gorebiliriz. Acaba, bu 6zelligi herhangi bir sonsuz
kiimeler ailesi i¢in de soyleyebilir miyiz? Cagdas matematikte énemli bir arag
olarak kullanilan bu 6zelligin varligi ispatlanamadi. Bunun iizerine, 1900 y1l-
larinda Alman Matematikgisi Ernst Zermelo bu 6zelligin bir aksiyom (belit)
olarak kabul edilmesini 6nerdi. Se¢me Aksiyomu (Beliti) diye adlandirilan bu
ozelligi soyle ifade edebiliriz :

Bos olmayan kiimelerden olusan bog olmayan bir ailenin kartezyen
carpimi bog degildir.

Se¢me Aksiyomu matematikte onemli uygulamalar: olan bir varsayimdir.
Bu bakimdan, matematikg¢ilere biiyiik bir ¢alisma konusu olmustur.

Kurt Gédel (1940) Kiimeler kuraminin belitlerine Se¢gme Aksiyomunu ek-
lediginde dizgede bir celisme dogmadigini; yani, Kiimeler Kuraminin 6teki
belitleriyle birlikte Se¢gme Aksiyomunun geligmez bir sistem olugturdugunu
gosterdi.

Paul Cohen (1965) ise, Se¢gme Aksiyomunun, Kiimeler Kurammin 6teki
belitlerinden bagimsiz oldugunu gosterdi. Buna gore, Secme Aksiyomunu var-
sayan bir Kiimeler Kurami kurulabildigi gibi, bu aksiyomu varsaymayan bir
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Kiimeler Kurami da kurulabilir. Her iki sistem celigmez, ama birbirlerinden
farkhdir.

Matematigin bir¢cok probleminde dogrudan dogruya se¢cme aksiyomu kul-
lanilmaz. Se¢gme Aksiyomu yerine ona egdeger olan bazi ozellikler kullanilir.
Gergekte, Segme Aksiyomunun egdegerleri ¢ok sayidadir. Ancak, biz burada
¢ok sik kullanilan {i¢ tanesini vermekle yetinecegiz.

Ornek 1.5.1. Asagidaki 6nermeler birbirlerine esdegerdir [13].

Se¢me Aksiyomu: Bos olmayan kiimelerden olugan bog olmayan bir ailenin
kartezyen carpimi bos degildir.

Hausdorff Maksimalite Ilkesi: Bog olmayan kismi siralanmig her kiime
icinde daima maksimal bir zincir vardir.

Zorn Teoremi Bog olmayan ve her zinciri kendi i¢inde bir iist sinira sahip
olan kismi siralanmig bir kiimenin maksimal bir 6gesi vardir.

Iyi Siralama Teoremi (Zermelo) Her kiime iyi siralanabilir.

[12], [24] , [4], [10]



