Bolum 17

METRIK UZAYLAR

Klasik Analiz, ilkel iglemler diye adlandirdigimiz dort islem (toplama, ¢i1-
karma, ¢arpma, bolme) ile bunlara eklenen ve ¢ogu kez beginci iglem diye
adlandirilan "limit” iglemlerine dayal olarak kurulmug ve o kadar ¢ok dal-
lara ayrilmigtir ki, ayr1 dallarin uzmanlar1 birbirlerini anlayamaz duruma
gelmiglerdir. Seriler, Analitik Fonksiyonlar, Diferensiyel Denklemler, Fourier
Analizi,...,v.b. gibi her biri bir 6miir boyunca caligilabilecek olan bu dallarin
basglica ilkelerini ortak bir bicimde ortaya koymanin gerekliligi gecen yiizyi-
lin matematikgileri tarafindan duyulmaya baglandi. Riemann, Weiserstrass,
Cantor, Lebesgue, Hilbert, Riesz,...,v.b. gibi matematigin biiyiik isimleri bu
yondeki dev adimi atabildiler ve Klasik Analizin temel ilkelerini Topoloji, So-
yut Cebir, Olgiim ve Integral Kurama tizerine dayiyarak, bugiin Cagdas Analiz
edigimiz miikemmel kurami kurabildiler. Cagdas Analiz, gercel ve karmagik
sayilar1 model alan soyut matematiksel yapilar iizerinde, klasik Analizin te-
mel teoremlerini kurmaktadir.

Klasik Analizden Cagdas Analize geciste Metrik Uzaylar énemli bir yer
tutar. Topolojinin baglica kavramlarinin pek ¢ogu metrik uzaylardan akta-
rilmistr. Ustelik metrik uzaylar hala énemini korumaktadir. Bu nedenle, bu
boliimde metrik uzaylarin temel 6zeliklerini inceleyecegiz.

Metrik uzay kavramini vermeden 6nce, gercel ya da karmasik bir vektor
uzay1 iizerinde tanimlanan norm kavramini verecegiz.
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17.1 NORMLU UZAYLAR

Tanim 17.1.1. K| gergel ya da karmagik sayilar cismini gostersin ve X kii-
mesi K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. Agagidaki 6zelliklere sahip bir

p: X =R
fonksiyonuna, X vektor uzay: iizerinde bir yari-norm denilir:
Her z,y € X ve her a € K igin

IN1] p(z +y) <plz)+p(y) (alt-toplamsallik)

IN2] p(az) = |al p(x) (pozitif-homojenlik)

Eger bu ikisine ek olarak

IN3] = # 0= p(z) # 0

ozelligi de saglaniyorsa, p fonksiyonuna X vektor uzay tizerinde bir normdur,
denilir.

Onerme 17.1.1. Eger p fonksiyonu X vektor uzay: tzerinde bir yari-norm
1se asagidaki ozellikler saglanir:

(a): [N2] de @ = 0 almak yeter.
(b): [N1] den p(x) = p(zr —y+y) < p(x —y) + p(y) yazabiliriz. Bu ise,

p(z) —ply) < plz —y)
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demektir. Ayni igi, x ile y nin yerlerini degistirerek yaparsak

p(y) —p(z) < ply — z)

¢ikar. [N2] uyarmnca p(z — y) = p(y — =) oldugundan, yukaridaki iki
esitsizlikten

Ip(x) = p(y)| < plx —y)

yazilabilir.
(c): y =0 alimirsa (b) den ¢ikar.
(d): p(z) =py) =0ve o, € Kise, (c) den
0 < plax + By) < |alp(z) +|Blp(y) = 0

olur, ki bu {x : p(z) = 0} kiimesinin bir alt-vektor uzay1 olmasit demek-
tir.

(e): v,y e Bve 0 <a < 1ise
plax + (1 —a)y) < ap(z) + (1 —a)py) <1
cikar. Dolayisiyla, B kiimesi digbiikey olur.

Tanim 17.1.2. Uzerinde bir norm tanimlanmig her hangi bir vektér uzayma
normlanmas bir uzay, denilir.

Bir vektor uzayi iizerindeki bir normu, gogu kez, || || simgesiyle gosterece-
giz. Buna gore norm fonksiyonu

z = |||

olacaktir. Bu norm ile normlanmig bir X vektor uzaym (X, ||||) simgesiyle
belirtecegiz.

Asagidaki 6rnekler, n-boyulu (n > 1) gercel R” ya da karmagik C" Oklit
uzayinda tanimlanan bazi normlardir.

Ornek 17.1.1. Her z € R sayisinm salt degerini |z ile gosterelim. R gercel
sayilar kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir, ve

T — |z (17.1)

fonksiyonu R vektor uzayi iizerinde bir normdur.
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Ornek 17.1.2. Her z € C karmagik sayisinin salt degerini |z ile gosterelim.
C karmagik sayilar kiimesi C cismi iizerinde bir vektor uzayidir ve

z = |2| (17.2)
fonksiyonu C vektor uzay1 iizerinde bir normdur.

Ornek 17.1.3. Her 2 = (21, 29,...,2,) € R" icin

n
v = [zl =) |l (17.3)
i=1
diye tanimlanan doniigiim R"™ {izerinde bir normdur. Gergekten bu doniisii-

miin [N]] , [N2] ve [N3] aksiyomlarin1 sagladig: kolayca goriiliir.

Ornek 17.1.4. Her z = (21, 20, ..., 2,) € C" icin

2= lzli =l (17.4)
i=1

diye tanimlanan doniigiim C” iizerinde bir normdur. Bunun ispat1 da yuka-
ridakine benzer.
Ornek 17.1.5. Her = = (z1,2s,...,2,) € R” icin

T = [|#)mae = max {|z;] : (1<i<n)} (17.5)
diye tanimlanan doniigiim R™ iizerinde bir normdur. ( Neden? ).
Ornek 17.1.6. Her z = (21, 20,..., 2,) € C" icin

2= ||2]lmee = max {|z] : (1 <i<n)} (17.6)
diye tanimlanan doniigiim C" {izerinde bir normdur. ( Neden? ).

n-boyutlu (n > 1) gercel R" ve karmagik C" Oklit uzaylar iizerinde
tanimlanan 6nemli normlardan birisi sudur:

Tamim 17.1.3. R"” ya da C* (n > 1) uzayma ait bir u = (u1, ug, ..., Uy,)
vektoriiniin Oklit uzunlugu asagidaki baginti ile tanimlanir:
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u— [lullz = (Z |ui|2) (17.7)

i=1

Buna Oklid normu denir. Gercekten u — ||ul|y fonksiyonunun R™ ve C"
vektor uzaylari {izerinde birer norm oldugunu ispatlamak i¢in, éncelikle, aga-
gidaki iki 6nemli esitsizligi ortaya koyacagiz.

Onerme 17.1.2 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). R” yada C* Oklit uzayina
ait her x = (x1, T2, ...,x,) ve her y = (Y1, Y2, ..., Yn) vektori icin asagidaki
esitsizlik saglanr:

S feal < llls - lylls (17.8)
=1

< (Z |xi|2> : (Z |yz-|2> (17.9)
ISPAT:

a=>Y " |yl diyelim ve X degiskenine gore ikinci dereceden olan

2 2
Q) = llzll3 A* + 2aX + [lyll;
=N w20l + ) il
=1 =1 =1

= > (il + i)
i=1

>0

D=

polinomunu diigiinelim. Her X i¢in Q(A) polinomun daima pozitif degerler
alabilmesi i¢in
2 2
A = (2a)* — 4zl - lyll;

diskriminant1 pozitif olmamalidir. Bu ise
2 2
a* < [lz[l5 - yll;

esitsizligini verir, ki bu sonuncusu aradigimiz egitsizlige denktir.
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Onerme 17.1.3 (Minkowski Esitsizligi). R" ya da C"(n > 1) Oklit uza-
yina ait her © = (1,9, ...,x,) ve her y = (Y1, Y2, ..., Yn) vektori i¢in, Oklit
uzunlugu, ticgen esitsizliging saglar:

Iz +ylly < llzlly + [lyll (17.10)

ISPAT:

lz 4yl =D i+ wil - i + il
i=1

< Z |z + yi| (Jzs] + vil), (ficgen esitsizligi)
i=1

i=1 i=1

<z +ylly - llzlly + [z +ylly - llylls
(Cauchy-Schwarz esitsizligi)
= llz+ylly - (llzlly + [lyll2)

cikar. §imdi, eger ||z + y||, = 0 ise aradigimiz esitsizlik zaten vardir. Eger
|z + yl|, # 0 ise, vardigimiz son esitsizligin iki yanim ||z + y||, ile bolersek,
istenen gey cikar.

Ornek 17.1.7. R" ve C*(n > 1) vektor uzaylar, Oklid uzunluguna gore,
normlanmig birer uzaydir.

IsPAT: Bu uzaylardan R’ye tanimlanan
z = [l
fonksiyonunun norm aksiyomlarini sagladigini gosterelim.

[N1] Minkowski esitsizliginden hemen goriiliir.



17.1. NORMLU UZAYLAR 225

[N2]
1
n 2
[z][2 = (Z |0ﬂfz’!2)
i=1
1
n 2
ol (Yot
i=1
= laf - [[z]2
N3] Eger = (21,29, ...,2,) # 0 ise x; bilegenlerinden enaz birisi sifirdan

farkhidir. Bu durumda ||z||, # 0 olacag: apagiktur.
Simdi yukaridaki 6érneklerde n — oo iken olusan durumu inceleyelim.

Tanim 17.1.4. Terimleri gercel ya da karmagik sayilardan olusan ve terim-
lerinin salt degerlerinin toplami sonlu olan x = (21, zg, . .., Z,, . ..) dizilerinin
olugturdugu kiimeye ¢; uzayi denilir. Bu uzay (17.3) normunun sonsuz boyuta
genellesmesidir.

gl = {($lax27 vy Ty e ) : Z ‘xn‘ < OO} (1711)
n=1

Ornek 17.1.8. /; kiimesinin R ya da C cismi iizerinde bir dogrusal uzay
(vektor uzayi) oldugunu gormek kolaydir. Bu uzay iizerinde

z =l = [l (17.12)
n=1

diye tamimlanan déniigiim bir normdur. (Norm aksiyomlarimi saglayimz.)

Tanim 17.1.5. Terimleri gercel ya da karmagik sayilardan olugan ve terim-
lerinin en ki¢iik st sinare (sup) sonlu olan x = (1, xg, . .., Ty, . ..) dizilerinin
olugturdugu kiimeye /., uzay1 denilir. Bu uzay (17.5) normunun sonsuz bo-
yuta genellesmesidir.

loo = {(®1,22,...,2n,...) : sup{|lz,|, n€N}<oo} (17.13)
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Ornek 17.1.9. /., kiimesinin R ya da C cismi iizerinde bir dogrusal uzay
(vektor uzayi) oldugunu gérmek kolaydir. Bu uzay iizerinde

z = ||z]|oo = sup {|z,| : n €N} (17.14)
diye tanimlanan déniigiim bir normdur. (Norm aksiyomlarin saglayiniz.)

Tanim 17.1.6. Terimleri gercel ya da karmagik sayilardan olusan ve terimle-
rinin salt degerlerinin karelerinin toplami sonlu olan biitiin dizilerin olugtur-
dugu uzaya {5 -uzay1 denilir. Bu uzay (17.7) Oklit normunun sonsuz boyuta
genellemesidir.

D=

U= (21,29, .., Tp,y...): <Z|xz|2> < 00 (17.15)

i=1

{5 kiimesinin C cismi {izerinde bir vektor uzayi oldugu kolayca goriilebilir.
Bu uzay, analizde 6nemli rol oynayan bir Hilbert uzayidir. {5 uzayida

z = ||z|l2 (17.16)

fonksiyonunun bir norm oldugunu gostermek igin, oncelikle, Cauchy-Schwarz
ve Minkowski egitsizliklerinin ({3, ||.||) uzaymnda da gegerli oldugunu goster-
meliyiz.

Onerme 17.1.4. Cauchy-Schwarz esitsizligi ({s, ||.||) uzayinda da gecerlidir.

[sPAT: n — oo iken (17.1.4) bagmtis1 gecerlidir. x = (z1,22,...,7,,...)
ve y = (Y1,Y2,- - Yn, - --) gercel ya da karmagik terimli iki dizi ise

>zl < el - [yl (17.17)
i=1

< (Z |in2> ~ (Z \yl-|2> (17.18)

yazabiliriz. Ciinkii, sag yandaki serilerden birisi iraksiyorsa sag yan sonsuz
olacagindan esitsizlik dogru olur. Eger sag yandaki serilerin her ikisi de ya-
kinsaksa, sag yan sonludur ve kismi toplamlar dizisi, her dogal n sayisi icin
(17.9) esitsizligini saglar. Yakinsak serinin toplami tamimina gore, n — oo
iken esitsizlik bozulmayacaktir. Béyle olusu bize (17.18) esitsizligini verir.
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Onerme 17.1.5. Minkowski esitsizligi (¢s, ||.||) uzayinda da gegerlidir.

ISPAT: = (21,29, ..., %0, ...) Ve y = (Y1, Y2, - - -, Yn, - . .) gercel ya da kar-
magik terimli her hangi iki sonsuz dizi ise agagidaki ii¢gen esitsizligi saglanir:

[z +yll2 < llzll2 + [lyll2 (17.19)

IspAT:
0 3
<Z|5Ei+yi|2) <||z]| + |ly| (17.20)
=1
00 3 00 3
(zw) +(z|yi|2) (17.21)
=1 =1

Ciinkii (17.10) esitsizliginde n — oo yapmak yetecektir. Bu ig, daha once
Cauchy-Schwarz egitsizligini genellegtirirken yaptigimiza benzer diigiiniigle
yapilabilir.

IN

Onerme 17.1.6. ({y,].]|) uzayr normlanmas bir uzaydar.

IspAT:
x = (r1,T,...,Tp,...) €l igin

o 3
z = ||zl = (Z H%HZ) (17.22)
n=1

diye tanimlanan doniigiimiin norm aksiyomlarin sagladigimi gosterecegiz. [N1|
aksiyomunun saglandigi Minkowski egitsizliginden ¢ikar. Oteki iki aksiyomun
saglandig1 apaciktir.

Ornek 17.1.10. Bir [a,b] aralig iizerinde Riemann integrali varolan kar-
magik degerli biitiin fonksiyonlarm olusturdugu kiimeye R[a,b] diyelim. Bu
kiime C karmasgik sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayidir. Bu uzay iizerinde

18l = [ 1@ (1723

doniigiimii bir yar1 norm olur, ama bir norm degildir. Buna £!- yar1 normu
diyecegiz.
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Gergekten [N1] ve [N2]| aksiyomlar1 integral 6zelliklerinden hemen goriiliir.
Ote yandan bu uzaya ait bir f fonksiyonu igin || f||, = 0 olmasi, yani

/ 1) lde = 0

olmasi f = 0 olmasini gerektirmez. (Neden?) Bu doniigiimii norm yapabilmek
icin nasil bir yol izlenebilir?

Ornek 17.1.11. Bir [a, b] arahig iizerinde tanimh, karmagik degerli ve siirekli
biitiin fonksiyonlarm olugturdugu kiimeyi Cla, b] ile gosterecegiz. Bu kiime,
R|a,b] vektér uzaymin bir alt-vektor uzayidir. Yukaridaki £!- yari-normu
Cla, b] iizerinde bir norm olur. Neden?

Ornek 17.1.12. Her hangi bir X kiimesi iizerinde tamml, karmagik degerli
ve sinirl biitiin fonksiyonlarin olugturdugu 98(X) kiimesi, karmagik sayilar
cismi tlizerinde bir vektor uzayidir. Bu uzay iizerinde

f= 1/l =sup{lf(2)], 2 € X} (17.24)

doniigiimii bir normdur. Buna diizgiin yakinsama normu denilir. Bunun bir
norm oldugunu gdsteriniz.

Ornek 17.1.13. Lebesgue integraline gore, [0, 1] aralig: iizerinde salt degerle-
rinin kareleri integrallenebilen karmagik degerli biitiin fonksiyonlarin uzayini
£2[0,1] ile gosterelim. Bu uzay iizerinde

o= ol = ( [ 1 ||sa<ac>u2das)é (17.25)

diye tanimlanan déniigiimiin bir yari-norm oldugu integral kuramindan bili-
nir. Ama, integrali sifira egit pozitif degerli bir fonksiyon i¢in ancak hemen
hemen her yerde sifir oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla yukaridaki donii-
siim bir norm degildir.

Bunu norm yapabilmek i¢in L?[0, 1] uzayini hemen hemen her yerde bir-
birine egit olan fonksiyonlarin olugturdugu denklik simiflarina ayiralim ve bu
denklik stmiflarinin olusturdugu uzayr £2[0, 1] ile gosterelim. Bu uzay iizerinde
(1.18) doniigiimiiniin bir norm oldugu gosterilebilir.
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17.1.1 Problemler

1. Karmagik sayilar kiimesi iizerinde, her sayiy1 o saymin salt degerine
gbtiiren doniisiimiin bir norm oldugunu gosteriniz.

2. Bu boliimde ayrintili ispatlari verilmeden gecilen érnekleri ayrintilarina
inerek ispatlayiniz.



