Bolum 8

DONUSUMLERLE
KONDURULAN TOPOLOJILER

8.1 1ZDUSEL TOPOLOJI

Tamim 8.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi ile bir & = {(Y1, 7)) : 1 €
I} topolojik uzaylar ailesini diigiinelim. Her ¢+ € [ igin bir f, : X — Y1
fonksiyonu verilmig olsun. X kiimesi iizerindeki topolojik yapilar arasinda
F = {f, : v € I} fonksiyonlarinin herbirisini siirekli kilan topolojilerin en kaba
dokulusuna S diyelim. .7 topolojisine {7 : 1 € I} topolojiler ailesinin, F
fonksiyonlarma gore, izdisel topolojisi ve (X, 7€) uzaymmda da ¢ uzaylarinin
F ye gore, izdisel uzayr denilir.

Onerme 8.1.1. X, %, F ve A yukaridaki anlamda olsunlar.
S={fY(T):(Ze)TecT} (8.1)

diyelim; yani J, topolojilerinden enaz birisine ait kiimelerin X dzerindeki
ters resimleri ailesine & diyelim. Bu durumda &, 7€ nwn bir alt-tabanidar.

IsPAT:Onerme 4.1.7 geregince, & ailesinin sonlu arakesitlerinin tirettigi
topolojiye . diyelim. Teorem 6.2.1 geregince & C ¢ dir, ki bu % C 57
olmasi demektir. (Neden?). Ote yandan F fonksiyonlar1 . topolojisine gére
X iizerinde siireklidirler; O halde 7 C . dir. Buradan . = ¢ gikar.

Bu 6nermeyi agagidaki iki bicimde de sdyleyebiliriz. Asagdaki 6nermeler-
de, yukarida agiklanan gosterimler gecerli sayilacaktir.
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Onerme 8.1.2. Her v € I i¢in ., topolojisinin bir B, tabani verilmis olsun.
Bu tabanlara ait kimelerin ters resimlerinden olusan

h={A:(Zhel) (IBcB)A=f1B) (8.2)
ailesi, € izdisel topolojisinin bir alt-tabanidar.

I spPAT:hC S oldugundan, h nin sonlu arakesitleri ailesinin iiret-
tigi ¥ topolojisi # dan daha ince olamaz. Ote yandan, her B € %, icin
f7YB) € h C B, € I) oldugundan Onerme 6.2.1 ye gore, f, fonksiyonlari

¥ topolojisine gore siireklidir. O halde 7 izdiigel topolojisi #* den daha ince
olamaz. Boylece 7 = ¥ cikar.

Onerme 8.1.3. Her v € I icin 9, topolojisinin bir &, alt tabani verilmis
olsun. Bu alt tabanlara ait kiimelerin ters resimlerinden olusan

C={A:(Hhel)(3Se6,)A=f19)} (8.3)
ailesi, € izdiisel topolojisinin bir alt-tabanidar.

IsP A T: Onerme 6.2.1 yerine, 6.2.1 Problem 5. konularak, énceki éner-
menin ispat1 kelimesi kelimesine tekrarlanabilir.

Onerme 8.1.4. X, 7. % ve F yukaridaki anlamda olsunlar ve bir (Z, %)
uwzayt ile bir g : Z — X fonksiyonu verilsin. g nin strekli olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul, her v € I ic¢in f,oqg = h, : Z — Y, bileske fonksiyonunun
% — 9, surekli olmasidar.

I sP A T:gsiirekli ise f, siirekli oldugundan h, bileske fonksiyonu da
stireklidir. Tersine olarak h, siirekli olsun. # topolojisinin (8.1) ile verilen
S alt-tabanina ait her hangi bir S alalim. (8.1) uyarinca, S = f,'(T') olacak
sekilde bir ¢ € [ ile bir T' € .7, vardir. Buradan

g (S) =g (D) =0 (T) ez
¢ikar, ki bu, 6.2.1 Problem 5 geregince, g nin siirekli olmasi demektir.
Ornek 8.1.1. (Carpum topolojisi)

{X1, T1) : 1 € I} verilen bir topolojik uzaylar ailesi olsun.
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x=]Ix (8.4)

11

carpim kiimesi tizerinde
m:X =X, (el (8.5)

izdiisiim fonksiyonlarini siirekli kilan en kaba dokulu topolojiye verilen uzay-
larin ¢arpim topolojisi denilir. Bu konuyu ileride daha ayrintili olarak ince-
leyecegiz.

Ornek 8.1.2. Bir topolojinin ters resmi:

X bir kiime, (Y,.#) bir topolojik uzay olsun ve f : X — Y fonksiyonu
verilsin. . topolojisinin f ye gore, X iizerindeki izdiigel topolojisine, yani
X iizerinde f fonksiyonunu siirekli kilan topolojilelrin en kaba dokulusuna,
7 topolojisinin X iizerindeki ters resmi denilir. Kolayca goriilecegi gibi, ters
resim topolojisinin acik ve kapal kiimeleri, sirasiyla, . topolojisinin agik ve
kapali kiimelerinin f altindaki ters resimleridir.

Ornek 8.1.3. Bir topoloji ailesinin en kiigik dst siniro:

Bir X kiimesi iizerinde {.7, : ¢« € I'} topolojilerinin verilsin. (X, .7;) uzayimi
Y ile gosterelim. f, : X — X =Y, ozdeglik doniigiimlerine gore, {7, : 1 € I}
topolojilerinin X kiimesi iizerindeki izdiisel topolojisine 7 diyelim. Onerme
8.1.1 ve f, min tamm geregince, her ¢ € [ i¢in .7, topolojisi 7 nin & alt-
tabam tarafindan kapsanir; yani .7, C 2 dir. Ote yandan, her ¢+ € [ icin
7, C . olacak sekilde X iizerinde bir . topolojisi diigtinelim. Her ¢+ € [
i¢in f, fonksiyonunun . — .7, siirekli olacagi apaciktir. O halde, Tanim 8.1.1
geregince, 7 C . dir; yani € topolojisi verilen {.7] : ¢« € I} topolojilerinin
hepsinden ince dokulu olan topolojilerin en kabasidir, bagka bir deyigle, 7
topolojisi {7, : © € I} topolojilerinin en kii¢ik st siniridor.

8.1.1 Problemler

1. Ornek 8.1.2 ile verilen ters resim topolojisinin acik ve kapal kiime-
lerinin sirasiyla, . nin agik ve kapal kiimelerinin ters resimlerinden
ibaret oldugunu gosteriniz.
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2. Yine yukandaki 6rnekte, her z € X igin W kiimeleri . ye gore f(x)
noktasmin bir komguluklar tabanin tariyorsa X iizerinde .% nin ters
resim topolojisine gore, f~1(W) kiimeleri x noktasinin bir komguluklar
tabanini tarayacaktir. Gosteriniz.

3. (X,7) ve (Y,.”) uzaylan ile bir f : X — Y fonksiyonu verilsin. f nin
siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, X iizerinde .# nin ters resim
topolojisinin .7 topolojisinden daha kaba dokulu olmasidir. Gosteriniz.

4. Ornek 8.1.3 gosterimleri altinda, 7 topolojisi, X iizerindeki topolo-
jiler arasinda her ¢ € [ ic¢in f, fonksiyonunu siirekli kilan topolojilerin
arakesitine egittir. Gosteriniz. Bunun Onerme 7.2.4 ile esdeger oldugunu
gosteriniz.

5. Bir X kiimesi ile bir % = {(Y1,.,) : + € I} topolojik uzaylar ailesi
veriliyor. Eger F = {f, : X — Y1} sabit fonksiyonlardan olugan bir aile
ise, F ye gore # nin X iizerindeki izdiigel topolojisini bulunuz.

6. R gercel sayilar kiimesi iizerinde
F={f R>RZ)|f:2~ax+b, abeR}

fonksiyonlarini, yani R den R ye biitiin dogrusal fonksiyonlar siirekli
kilan en kaba dokulu topolojinin yine gercel eksenin & salt topolojisi
oldugunu gosteriniz.

7. R iizerindeki alt-limit topolojisini .Z ile gosterelim. R {izerinde
F={f R>RZ)|f:x~ar+b, abeR}

dogrusal doniigiimlerini siirekli kilan en kaba topolojinin ayrik topolo-
jiden bagkasi olamayacagni; yani, (R, .7) uzaymin F ye gore R {izerin-
deki izdiigel topolojinin ayrik topoloji oldugunu gosteriniz.

8.2 TUMEL TOPOLOJI

Tanim 8.2.1. Bog olmayan bir X kiimesi ile bir % = {(Y1,.9,,) : 1 €
I} topolojik uzaylar ailesini diigiinelim. Her ¢+ € [ igin bir f, : Y1 — X
fonksiyonu verilmis olsun. X kiimesi iizerindeki topolojik uzaylar arasinda
F = {f, : 1 € I} fonksiyonlarimin herbirisini siirekli kilan topolojilerin en ince
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dokulusuna .7 diyelim. .7 topolojisine, {.7, : © € I} topolojiler ailesinin, F
fonksiyonlarma gore timel topolojisi ve (X, .7) uzayma da ¢ uzaylarinin, F
ye gore timel uzay: denilir.

Onerme 8.2.1. X, %, F ve T yukaridaki anlamda olsunlar.
9={T:TCcX,(el= fYT)ecZ))} (8.6)
diyelim. Bu durumda 9 = 7 dur.

IspaT: HerseIigin f71(0) =0 € 7, oldugundan () € Z dir. Benzer
olarak her ¢ € I icin f71(X) =Y, € 7, oldugundan X € 2 dir. Ote yandan,
her 2 € I i¢in

£ (ﬂ T) = 71T, neN, (8.7)
£ (U Tj) =J @ (8.8)

jeJ jeJ

oldugundan [T1|, [T2] ve [T3| saglanir; yani & ailesi X iizerinde bir topo-
lojik yapidir. (8.6) tanimindan hemen goriildiigii gibi & topolojisine gore f
fonksiyonlarmin herbirisi siireklidir. Ispati bitirmek i¢in, ., X iizerinde her
bir f, fonksiyonunu siirekli kilan bir topoloji ise ./ C & oldugunu gostermek
yetecektir. Ger¢ekten, bu durumda, S € . ise her 2 € I i¢in f1(5) € .,
olacaktir, ki bu S € Z olmasini gerektirir.

Bundan bayle tiimel topolojiyi Z ile gosterelim.

Onerme 8.2.2. X, %, F ve 9 yukaridaki anlamda olsunlar ve bir (Z, %)
uzayr ile bir g : X — Z fonksiyonu verilsin. g nin stirekli olmast i¢in gerek
ve yeterli kosul, her v € I i¢in gof, = h, bileskesinin stirekli olmasidar.

I spaT: f fonksiyonlan siirekli oldugundan, eger g siirekli ise h, bi-
legkesinin siirekli olacagi, yani kogulun gerekligi apagiktir. Yeterligini gormek
icin, her ¢+ € I icin h, bilegkesinin siirekli oldugunu varsayarak bir V' € &
agik kiimesi alalim. Her ¢ € [ i¢in

g (V) =h (V)€ T

1

oldugundan, (8.6) geregince g1 (V) € Z olacaktur.
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Sonug 8.2.1. Yukaridaki gisterimler altinda bir K C X alt-kiimesinin 9
topolojisine gore kapaly olmast icin gerek ve yeterli kosul, her v € I i¢in
[7UK) CY, ters resminin J, topolojisine gire kapaly olmasidar.

)

IsPAT:

Ke92 K ec9
& fFUK)e g, (el
& (fFUK) e, (el)
@f()GZ’OGD

dir.
Tanim 8.2.2. Bdélim topolojisi

Bir (X,.7) uzay1 ile X kiimesi iizerinde bir 5 denklik bagintisi verilsin.
X/ boliim kiimesi iizerindeki topolojiler arasinda x — [z] ile tanimlanan ¢ :
X — X/ bolim doniiglimiinii siirekli kilanlarin en ince dokusuna, (X, .7)
uzaymin 3 ya gore bolim topolojisi denilir. Bu konuyu ileride ayrintili olarak
inceleyecegiz.

Tanim 8.2.3. Bir topoloji ailesinin en biyik alt sinire:

Bir X kiimesi iizerinde % = {.7, : « € I} topolojileri verilsin. Tikel si-
ralanigina gére % nin bir en biyik alt-sinir (inf) vardir; bagka bir deyisle
% ailesine ait topolojilerin herbirinden daha kaba olan topolojilerin en ince
dokulusu, & nin en biiyik alt siniridir. Gergekten, (X, .7;) uzaymi Y; ile gos-
terirsek, f, : X =Y, = X, 1 € [ 6zdeslik doniigiimlerine gore, % ailesinin
X dizerindeki Z tiimel topolojisi, % nin en biiyiik alt siniridir. Ciinkii her
1 € I i¢in f; 6zdeglik doniisiimiiniin stirekli olmas1 demek & C 7 demektir.
Ote yandan, tiimel topoloji tanimina gore, bu kosulu saglayan topolojilerin
en ince dokulusu & dir.

8.2.1 Problemler

1. Tanim 8.2.3 gosterimleri altinda,
72=%
iel

oldugunu gosteriniz.
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2. Bire-bir ve Orten

f:(X,7)—=(Y,*)

fonksiyonunun bir egyapi resmi olmasi igin gerekli ve yeterli kogul %
nin, Y iizerindeki topolojiler arasinda f fonksiyonunu siirekli kilanlarin
en ince dokulusu olmasidir. Gdsteriniz.

8.3 ALT UZAYLAR

Tanim 8.3.1. (X,.7) bir topolojik uzay olsun ve bir A C X alt-kiimesi
verilsin. A dan X igine I(z) = x ile tamimlanan dogal gommeye gore .7 nun
A {izerindeki ters resim topolojisine, .7 nun A iizerine kondurdugu topoloji
denilir. Bu topolojiyi 74 ile gosterecegiz. Bu durumda (A, Z4) topolojik
uzayma (X, .7) uzayinin bir alt-uzayidir diyecegiz.

Teorem 8.3.1. Onceki tanvmdaki gosterimler altinda
TIy={ANT:Te T} (8.9)

dur; yani (A, Ty) alt-uzayinin agik kiimeleri, (X, ) st uzayimn agik ki-
meleriyle A alt-kiimesinin arakesitlerinden ibarettir.

fspar: I : A — X dogal gémme olmak iizere, her T € 7 icin I~Y(T) =
ANT oldugu apagiktir. Oysa,

TIy={I"YT):Tec T} (8.10)
oldugunu biliyoruz.

Teorem 8.3.2. Alt uzay tanwvmuindaki gosterimler altinda, eger A ailesi T
nun bir tabani ise, A nin A tlzerindeki izi diyecegimiz

%Bs={BNA:Bc B} (8.11)
ailesi Ty nwn bir tabant olur.
IsPAT: Eger T € 7 icin T = UjesBj, Bj € 2, ise

ANT =|JB;nA (8.12)

jeJ

bagintisi istenen geyi verecektir.
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Onerme 8.3.1. (X,.7) bir topolojik uzay ve B C A C X olsun. Ty min B
tizerine kondurdugu topoloji, 7 nun B iizerine kondurdugu Jg topolojisine
esittir.

IspaT:
Her T' € .7 igin TN B = (T'N A) N B esitligi isteneni verecektir. Bu
onerme, alt-uzay olma bagimtisinin gegisli oldugunu belirtir.

Uyar1 8.3.1. Alt-uzaylara ait nokta ya da alt-kiimelerin topolojik 6zelik-
lerini belirtirken, bu 6zeliklerin hangi topolojiye gore oldugunu belirtmek
gereklidir. Yerine gore bunlar1 .7 ya gore ya da 4 gore, diye belirtecegiz.

Onerme 8.3.2. (X,.7) uzaywnn bir (A, Ty) alt-uzay: icin asaqidakiler ge-
cerlidir:

(a) Alt-uzayda acik olan bir kiimenin iist-uzayda agik olmasi gerekmez
(bkz, 14.Problem). Alt-uzayda agik olan her kiimenin iist-uzayda da
acik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A € 7 olmasi; yani A nin
iist-uzayda acik olmasidir;

(b) Alt-uzayda kapali olan bir kiimenin iist-uzayda kapali olmasi gerekmez.
Alt-uzayda kapali olan her kiimenin {ist-uzayda da kapal olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kogul, A nmin iist-uzayda kapal olmasidir.

(c¢) Bir z € A noktasinin bir F' C A alt-kiimesinin bir 7, -yigilma noktas
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, x noktasinin bir .7 -y1g1lma noktasi
olmasidir; yani F' nin 7 ve J, ya gore yigilma noktalarini, sirasiyla,
F ve Fy ile gosterirsek,

F,=FnA (8.13)
olur.

(d) Bir F C A alt-kiimesinin .7, ya gore F ile gosterecegimiz kaplami, F'
nin .7 ya gore I’ kaplami ile A kiimesinin arakesitine esittir; yani

Fi=FnA (8.14)
dir.

[SPAT:
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(a): Eger A€ J ise her T € .7 igin ANT € .7 olur ve (8.10) den kogulun
yeterligi goriiliir. Tersine olarak her 7" € 7 icin ANT € 7 ise, 6zel
olarak X € 7 oldugundan, A = AN X € 7 olacaktir; yani verilen
kosul gereklidir.

(b): Alt-uzaymn kapah kiimeleri, {ist uzaym kapali kiimelerinin I dogal ige-
rimi altindaki ters resimleridir (bkz. 8.4 Problem 1). Oyleyse, her K €
" i¢in I7'(K) = AN K oldugundan,

T ={ANK:K € 7'} (8.15)

demektir. Kogulun yeterligi hemen (8.15) bagitisindan goriiliiyor. Ge-
rekligini gormek icin, her K € 7" icin ANK € 7’/ oldugunu varsayalim;
ozel olarak X € 7 oldugundan, A = AN X € .7’ olacagini diigiinmek
yetecektir.

(c): F C A oldugundan
(T—{z}h)NnF=(TNA) —{z})NF
egitligi vardir. O halde, x € A i¢in

zeTeT=(T-{z})NF#£0] < (8.16)
[te(TNA) € Ty= (TNA) —{z})NF £
olacaktir, ki bu, istenen (8.13) esitliginin varligi demektir.

(d): Onerme 2.5.2 kullanilirsa (8.13) esitliginden (8.14) esitligi kolayca ¢ika-
rilir.

Sonug 8.3.1. A nun bir F alt-kiimesinin (A, T4) alt-uzayinda yogun olmasi
igin gerekli ve yeterli kogul, A ile F' nin (X, .7) ist-uzayindaki kaplamlarinin
esit olmasidir; yani

AC FA s F=A

dir.
IspaT: (814) esitliginden
ACFi=>ACF=ACF

cikar. Oysa F C A verildiginden F C A dir. O halde F = A olacaktir.
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Tersine olarak F' = A ise, yine (8.14) den
Fy=FNA=ANA=A4,
elde edilir.

Sonug 8.3.2. Yogun olma bagintisy gecislidir.

(X, .7) bir topolojik uzay olsun ve C C B C A C X alt-kiimeleri verilsin.
Eger C kiimesi B i¢inde yogun ve B kiimesi de A i¢inde yogun iseler, C' kiimesi
A iginde yogundur.

[ spPaT:(83.1) bagmtisindan, 7 ya gore, C = B = A bulunur.

Teorem 8.3.3. (X,.7) ve (Y,.) uzaylar ile bir f : X — Y fonksiyonu
verilsin. f(X) C B CY olacak sekilde bir B alt-kiimesini digtinelim.

[(X,T) = (Y,)

fonksiyonunun bir xo € X noktasinda strekli olmast icin gerekli ve yeterli
kosul, her x € X i¢in fp(x) = f(z) diye tanimlanan

fB : (X,y) — (B,yB)
fonksiyonunun, bu noktada stirekli olmasidar.

IspaT:(B.) — (Y,) dogal gsmmesinin siirekli oldugunu
biliyoruz. O halde
f=1Tofg

bileskesine Onerme 8.1.4 yi uygulamak ispat icin yeterlidir.
Teorem 8.3.4. Strekli bir fonksiyonun bir alt uzaya kisite da sireklidir.

Ispat (X,2),(,.7) uzaylan ve f : (X,.7) — (Y,.%) fonksiyonu
ile bir A C X alt-kiimesi verilsin. Eger f fonksiyonu siireli ise, f nin A ya
kisitr (daralmagr) diye adlandiracagimiz fu : (A, T4) — (Y,.) fonksiyonu
da siirekli oldugunu gosterecegiz.

I: (A, 7)) — (X,.7) dogal gobmmesinin siirekli oldugunu diigiinerek

Ja=fol

bileskesine Onerme 8.1.4 yi uygulamak yetecektir.
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Uyar1 8.3.2. Kisitlanmg f4 fonksiyonunun siirekli olmasi f nin siirekli ol-
masini gerektirmez. Bunu bir 6rnekle gosterelim.

(X, .7) uzayinda kendisi ve tiimleyeni yogun olan; yani A = X ve (A')~ =
X olan bir A C X alt-kiimesi verilsin.

1, ze€ A
— ’ 8.17
xa(z) {0, e A (8.17)

fonksiyonuna A nin belirtgen (karakteristik) fonksiyonu denildigini biliyoruz.
Y = {0,1} kiimesi iizerindeki 7 ayrik topolojisini alahm. x4 : (X,.7) —
(Y, o) fonksiyonu siirekli degildir; zira {0} ve {1} kiimeleri hem agik hem
kapali kiimeler oldugu halde bunlarin x,*({0}) = A’ ve x;'({1}) = A ters
resimleri ne acik ne de kapahdir. Gercekten, eger A kapali olsaydi, varsayim
geregince, A = A = X olacakt1 ki bu, A’ = (A")~ = () olmasim1 gerektirir ve
(A”)~ = X oldugu varsayim ile ¢eligir. O halde A kapali olamaz.

A agik olsaydi, A’ kapali olurdu. Oysa aym diisiiniisle, A’ niin de kapah
olamayacagi ¢ikarilabilir.

Demek ki A ve A’ kiimeleri ne acik ne de kapahdirlar. Oyleyse x4 fonk-
siyonu X iizerinde siireksizdir.

Ote yandan y 4 fonksiyonunun A ya kisit1 sabit bir fonksiyon oldugu icin
siireklidir.

Ornek 8.3.1. Diizlem iizerindeki salt topolojinin gercel eksen iizerine kon-
durdugu topoloji, bu eksen {izerindeki salt topolojidir.

Gercekten, diizlemdeki salt topolojiye bir taban olarak, diizlemde kenar-
lar1 eksenlere paralel olan biitiin agik dikdortgenleri alahm (bkz. Ornek 4.1.2).
Bu tabana # diyelim. Bunun gergel eksen iizerindeki Ay, i7i, gercel eksen iize-
rindeki biitiin agik araliklardan ibarettir; ki bu gergel eksen iizerindeki salt
topolojinin bir tabanidir. O halde, Teorem 8.3.2 uyarinca, istenen sey cikar.

Ornek 8.3.2. Gercel eksen iizerinde kapah bir I = [a, b] arahgim diisiinelim.
Salt topolojinin bu topoloji iizerine kondurdugu topolojinin bir tabani

S =A{la,b.[a,c). (d,b],(c,d) :a < c<d<b} (8.18)
dir.

Ornek 8.3.3. Diizlemdeki salt topolojinin birim ¢ember iizerine kondurdugu
topolojinin bir tabani, bu ¢ember iizerinde iki ucu acik olan biitiin yaylarin
olugturdugu ailedir.
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Onerme 8.3.3. Gercel eksen tizerindeki kapaly araliklar birbirlerine topolojik
esyapilldar.

Bunu gostermek igin her [a, b] kapall araliginin [—1, 1] kapali birim ara-
liga topolojik egyapili oldugunu gostermek yetecektir; ¢iinkii esyapili olmak
bagintisi gecislidir. R den R ye tanimli olan

2 ( a+b)
h:x— T —
b—a 2

dogrusal doniigiimiiniin [a, b] iizerine daralmigim £ ile gosterelim. A, [a, b] ara-
ligindan [-1,1] arahgima BBO dir. Dogrusal déniisiim oldugundan h siireklidir.
Teorem 8.3.4 uyarica, bunun [a,b] ye daralmisi olan ¢ doniigiimii bu alt-uzay
iizerinde siireklidir. Ote yandan

b—a a—+b
ht:
x—)( 5 )x—f— 5

ters doniigiimiiniin [—1, 1] iizerine daralmigi 7! dir ve yukaridaki diisiiniigle
h~! ters doniigiimii de siirekli olacaktir.

Onerme 8.3.4. Her agik aralik gercel eksene topolojik esyapiladar.

IspaT: (8.18) daki diigiiniisle, gercel eksenin acik bir araligi iizerine salt to-
polojinin kondurdugu topolojinin bir tabaninin, bu araligin kapsadig: biitiin
agik araliklarin olugturdugu aile oldugu kolayca goriilebilir. O halde, 6rne-
gin, (—1,1) acik araliginin biitiin gergel eksene topolojik esyapili oldugunu
gostermek yetecektir. Bu egyapililigi saglayan bir doniisiim olarak, x = —1
ve = +1 dogrularin1 diigsey asimtot olarak kabul eden siirekli ve artan her
hangi bir fonksiyon alinabilir. Ornegin

fixz— tan(%)

fonksiyonu isteneni saglar. Gercekten f nin (—1,1) den R ye BBO ve siirekli
oldugunu biliyoruz. Ayrica f fonksiyonu acik araliklar1 acik araliklara res-
mettiginden, acik bir déniigsiimdiir. O halde Onerme 6.3.1 uyarinca, istenen
sey cikmig olur.
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8.4 PROBLEMLER

1.

(A, Z4) uzay1 (X, .7) nun bir alt-uzay1 olsun. Eger &,.7 nun bir alt-
tabani ise, © nin A iizerindeki izi diyecegimiz

Ga={SNA:Sec6} (8.19)
ailesi .74 nin bir alt-tabamdir. Gosteriniz.

(A, Z4) uzayr (X,.7) nun bir alt-uzayi olsun. Bir x € A noktasmin
T x-komsguluklar

PBalx)={WnNA:W e B(x)} (8.20)
ve x-komguluklar tabani
Galx)={SNA:Se&()} (8.21)
ailesidir.

(A, 74) uzayim kapah alt-kiimeleri, (X, 7) {ist-uzayim kapah kiime-
leri ile A min arakesitlerinden ibarettir. Gosteriniz.

Alt-uzaym (8.15) ile tanimlanan kapali kiimelerini, (8.10) ile tanimla-
nan acik kiimelerin tiimleyenleri olarak elde ediniz.

Gergel eksen iizerindeki salt topolojinin Z tamsayilar kiimesi iizerine
kondurdugu topolojiyi belirleyiniz.

Ayrik bir uzaym her alt-uzay1 ayriktir. Gosteriniz.
Bir (X,.7) uzay1 ile B C A C X alt-kiimeleri verilmis olsun.
(a) B C BA

(b) (0B)a € AN (9B) oldugunu gosteriniz. Kapsamlarin kesinlikle
var oldugu hallere birer 6érnek veriniz.

Bir (X, 7)) uzayi ile her hangi iki B, A C X alt kiimeleri verilmig olsun

(a) AN B C (AN B)Y;

(b) AN B D (AN B); oldugunu gésteriniz. Kapsamlarm kesinlikle
varoldugu hallere birer 6érnek veriniz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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(A, Z4) alt-uzayimin ayrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, A nin
her noktasmin (X, .7) iist-uzayinda A nin ayrik bir noktasi olmasidir.
Gosteriniz.

Bir (X,.7) uzay1 ile A, B C X alt-kiimeleri verilsin ve X = AU B
oldugunu varsayalim. Eger M C AN B alt-kiimesi .74 ve Jp-kapali (ya
da acik) ise, M nin 7 -kapah (ya da agk) oldugunu gosteriniz.

Bir (a, b] agik-kapali araliginin (—oo, 0] 1gmnma ve [a, b) kapali-agik ara-
ligimin [0, 00) 191n1na topolojik egyapih oldugunu gosteriniz.

Bir ¢ember yayimin her hangi bir noktasi atiliyor. Kalan yayin gercel
eksendeki her hangi bir acik araliga egyapil oldugunu gosteriniz.

Aqik bir diskin (agik daire) diizleme topolojik egyapili oldugunu goste-
riniz.
Acik bir aralik R de acik oldugu halde R? de kapahdir. Gésteriniz.

N kiimesi iizerinde
T =A{T, : T,={n,n+1,n+2,...}} (8.22)
ailesi bir topolojidir. Gdsteriniz.

(8.22) topolojisine gore A = {3,5,7,9} alt kiimesinin kaplamin1 bulu-
nuz.

(8.22) topolojisine gore B = {5,6,7,8,...} alt kiimesinin kaplamim
bulunuz.

(8.22) topolojisine gore C' = {9,16,27,38,...} alt kiimesinin yigilma
noktalarini bulunuz.

[ (X,.7) = (Y,.) fonksiyonu verilsin. .7 topolojisi ne kadar ince
dokulu olursa f nin siirekli olma olasihgi o kadar artar; .7 topolojisi
ne kadar kaba dokulu olursa f nin siirekli olma olasiligi o kadar azalir.
Tersine olarak, . topolojisi ne kadar ince dokulu olursa f nin siirekli
olma olasilig1 o kadar azalir; . topolojisi ne kadar kaba dokulu olursa
f nin siirekli olma olasilig1 o kadar artar. Orneklerle gosteriniz.
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20.

21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

Bir X kiimesi iizerinde .7 ve .¢ iki topoloji ise,
TN ={Tns : TeT ve Se} (8.23)
arakesiti X kiimesi iizerinde bir topolojidir. Ama

TJus ={T,S : TeT ve Se./} (8.24)

bilesimi X kiimesi iizerinde, genellikle, bir topoloji degildir. .7 U .%
bilesimin X kiimesi iizerinde bir topoloji oldugu duruma bir 6rnek ve-
riniz.

(8.23) ailesini kapsayan en kaba ve en ince topolojiler hangileridir?
(8.24) ailesini kapsayan en kaba ve en ince topolojiler hangileridir?

Yogunluk gegiglidir; yani (X,.7) uzayinda A D B D C olmak iizere B
kiimesi A iginde yogun ve C kiimesi B iginde yogun ise C kiimesi A
icinde yogundur. Gosteriniz.

A kiimesi (X, ) uzaymda yogun, (A, 74) alt uzaymnda V € %(x) ise
V nin (X, .7) uzayindaki V' kaplami (X, .7) uzayinda x noktasmin bir
komgulugudur. Gdsteriniz.

X = {a,b,c} kiimesi iizerindeki biitiin miimkiin topolojiler arasinda
birbiriyle kargilagtirilamayan; yani 7 ¢ 95 ve 9 2 5 olan iki topoloji
bulunuz.

Salt topolojiye gore R uzaymmda AN B, AN B, AN B ve AN B kiime-
lerinin birbirlerinden farkl oldugu A ve B kiimeleri bulunuz.

X kiimesi iizerinde tammh {7, : A € A} topolojiler ailesi verilsin.
T =N %={T: (VA€N) T e R} (8.25)
AEA

arakesitinin X {izerinde bir topoloji oldugunu gosteriniz.
X kiimesi iizerinde tammh {7 : A € A} topolojiler ailesi verilsin.
S = AH={T: G eNTec R} (8.26)
AEA

bilegim ailesinin X {izerinde bir topoloji olmadigini gdsteriniz. .7 aile-
sinin iirettigi topolojiyi aciklayiniz.



