Bolum 11

DIZILER

YAKINSAMA VE
ANALIZ

Yakinsama eylemi analizin baglica ugrag alanlarindan birisi olmakla kal-
may1p, bu dalin temel araclarindan birisi olmustur. Bu kisimda, 6nce, bir di-
zinin yakinsakligi kavraminin ancak belli uzaylar i¢inde bir arag olarak kulla-
nilabilecegini gorecegiz. Bu, her topolojik uzayda, yakinsak dizilerin bir arag
olarak kullanilmaya yetmedigi anlamina gelecektir. Bu yetersizligi yoketmek
i¢in, dizi kavramini, aglar ve stzgegler diyecegimiz daha genel kavramlara
genigletecegiz Daha sonra, bu kavramlarin her hangi bir topolojik uzayda
birer ara¢ olarak yeterlikle kullanilabildigini gormekle kalmayip, aglarin ve
siizgeclerin topolojik yapilar tanimlamakta da igse yaradigini gosterecegiz.

Aglar ve siizgecler, dizi kavraminin birer genellesmesidir. Ustelik, yalnizca
yakinsama s6z konusu edildiginde bu ikisi esdeger iki kavram olur. Ama kul-
lanilabilme alanlari farkhidir. Aglar klasik analiz yontemlerine kolayca uygu-
lanabilirler. Buna karsilik, siizgecler, topolojide ¢ok degisik amaclar i¢in ¢ok
yaygin olarak kullanilabilen bir aractir.
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120 BOLUM 11. DIZILER

11.1 DIZILERIN YAKINSAMASI

Diziler gercel ve karmagik analizin 6nemli bir aracidir. Birbirlerine denk olan
farkli bicimlerde tanimlanabilirler. Burada diziyi, dogal sayilar kiimesi iize-
rinde taniml bir fonksiyon olarak ele alacagiz. Bu tanim, dizinin genel tani-
midir.

Tanim 11.1.1. X bos olmayan bir kiime ise, her o : N — X fonksiyonu bir
dizidir.

o nin degerler kiimesi, her n € N i¢in o(n) = x,, olmak iizere
{z,eX:neN, on)=x,} CX

kiimesidir.

o(n) =z, € X o6gelerinden her birisine dizinin bir terimi (6gesi), x,, teri-
mindeki n sayisia terimin indisi (damgasi) diyecegiz. Terimleri X kiimesine
ait oldugu icin, diziye X kiimesinde bir dizi, denilir.

Bilindigi gibi, dizi dedigimiz o fonksiyonun tanimli olmasi i¢in N tanim
kiimesinin, X degerler kiimesinin ve her n € N i¢in o(n) = z,, gonderim
kuralinm bilinmesi gerekir. Oyleyse, ¢ dizisi tanimlandiginda, degerler kii-
mesini kesinlikle biliyor oluruz. O nedenle, o fonksiyonunu séylemeye gerek
duymadan, diziyi

{z, € X :neN}

biciminde gosterebiliriz. Bu gosterimde z,, simgesinin n — x,, génderim ku-
ralin1 belirledigini varsayiyor ve o fonksiyonunu yazmiyoruz. Dizinin terimle-
rinin ait oldugu X kiimesinin kim oldugu biliniyor ve dolayisiyla onu ayrica
belirtmek gerekmiyorsa, yukaridaki gosterim yerine

{z, :n € N}
(xn)neN
gosterimlerinden her hangi birisini yazabiliriz.

Gosterimi daha da kisaltmak i¢in, N tanim kiimesini de gdsterimden ¢i-
karabiliriz. Boylece, diziyi

(7n)

($1;$27"' 7xn7"')
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simgelerinden biriyle de gosterebiliriz.
Bazen dizi, biitiin N dogal sayilar kiimesinde degil, onun bir alt kiimesinde
tanimli olabilir. Ornegin,

(1'171'2, T axn)

gibi yalnizca sonlu sayida terimi olan diziye sonlu dizi denir.
{k, :r=1,23,---} C Nvek <ky<- - <k <kryy <-- olmak
iizere

(xklaka”' 7'171457«"”)

bigimindeki diziye (z,) dizisinin bir altdizisi denir.

a € X sabit bir nokta ise, her n € N i¢in x,, = a kogulunu saglayan (z,)
dizisine sabit dizi denir.

Diziyi gbsteren yukaridaki simgelerden birisini gordiigiimiizde, diziyi ta-
nimlayan bir ¢ : N — X fonksiyonunun varligin1 anlariz. o fonksiyonu ve-
rildiginde o : n — z,, gobnderim kurali, dizinin her bir z,, terimini kesinlikle
belirtir. Oyleyse (z,,) dizisi belirli olur.

Tersine olarak, dizi (z,) bi¢iminde verildiginde o : n — x, gonderim ku-
ralinin belirli olabilmesi i¢in, her n,m € N i¢in n # m oldugunda z,, # z,,
olmahdir. Bu ise, ¢ nin bire-bir orten olmasi1 demektir. Dogal olarak, bu
ozeligin her dizi icin varhigini bekleyemeyiz. Ornegin, terimleri z, = (—1)"
esitligini saglayan gergel terimli ((—1)") dizisinin tek indisli terimleri birbir-
leriyle cakigir. Benzer bigimde ¢ift indisli terimleri de birbirleriyle ¢akigir.

Bu durumlarda, diziyi belirleyen birden ¢ok fonksiyon bulunabilir. Orne-
gin,

o:n—(—=1)" n=>0
§:n— (=)™ n>1

fonksiyonlar: aym diziyi belirler.

Buradan ¢ikaracagimiz sonug sudur: Diziyi fonksiyon ile degil, terimlerini
yazarak gosterdigimizde, onu belirleyen en az bir fonksiyon vardir. Diziyi
belirleyen bu fonksiyonun tek bir tane olabilmesi icin, dizinin terimlerinin
birbirlerinden farkli olmas:1 gerekir.

((—1)") dizisinin R i¢indeki goriintiisii { —1, 41} kiimesidir. Ama bu kiime
dizinin kendisi degil, yalmzca diziyi belirleyen o : n — (—1)" fonksiyonunun
degerler kiimesidir. Bu dizinin terimleri,

{0(0),0(1),0(2),0(3), - ,0(n), -} ={+1,—-1,+1,—1,---  (=1)",---}
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kiimesini olugturur. Bu kiime, terimlerin indislerinin belirledigi siraya gore
tam swraly bir kiimedir. Dolayisyla onu {—1, +1} kiimesinden farkh sayacagiz.
Uygulamada dizinin terimlerini iceren X kiimesi bir matematiksel yapi
ile donatilmig olur. Bu bdliimde, X iizerinde bir topolojik yapi oldugunu
varsayacagiz. Boyle yapinca, gercel ve karmasik say1 dizileri i¢in analizden iyi
bildigimiz yakinsaklik kavramini, topolojik uzaylara genisletebilecegiz.

Tamim 11.1.2. (X, .7) topolojik uzay1 i¢inde bir (z,,) dizisi verilsin. Eger
bir x € X noktasinin her W komguluguna kargilik

n>n,=x, €W (11.1)

olacak gekilde, yalniz verilen diziye ve W komguluguna baglh olan, bir ng
dogal sayisi varsa (x,) dizisi = noktasina yakinsiyor denilir, ve kisaca,

T, —>x yada limaz,==2x (11.2)

n—oo

yazilir. Bu durumda, x noktasma (z,,) dizisinin limitidir, denilir.

Bu tanimin anlami sudur: Limit noktasinin her komgulugu, ancak sonlu
sayidasi harig, dizinin geri kalan biitiin terimlerini icerir; yani komsulugun
disinda kalan terimler ancak sonlu sayidadir. Bagka bir deyisle, indisler bii-
yiidiikce dizinin terimleri limit noktasina yaklagirlar. Tabii, burada yaklagimi
komguluklar belirler. Komguluklar i¢-ice kapsamaya gore kiigiildiikce yakla-
sim artar.

Tanim 11.1.3. (X, .7) topolojik uzay: iginde bir (z,) dizisi verilsin. Eger
bir x € X noktasinin her W komguluguna ve her ng sayisina karsihik x, € W
olacak bigimde bir n > ng sayist varsa = noktasi (x,) dizisinin bir yiglma
noktasidir, denilir.

Bu taniman anlams sudur: Yigilma noktasinin her komgulugu, dizinin son-
suz terimini icerir; ama bunlarin diginda sonsuz sayida bagka terimlerini iger-
meyebilir. Bu demektir ki, yigilma noktasinin yakininda dizinin sonsuz terimi
vardir, ama uzaginda kalanlar da sonsuz sayida olabilir.

Uyar: 11.1.1. Yukanidaki 11.1.3 tanimina gore, dizinin limit noktasi ayni
zamanda dizinin bir yigilma noktasidir. Ama bunun tersi dogru olmayabilir;
yani dizinin yigilma noktasi dizinin limit noktas1 olmayabilir.
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Limit noktas: kavrami ile yigilma noktas: kavram birbirlerinden farkhdir.
Bu farkliligi bazi 6rneklerle aciklayalim.

Ornek 11.1.1. Sabit dizinin hem limiti hem yigilma noktasi vardir ve bu
ikisi cakigirlar.

IsPAT: Her n € N icin 7, = a € X kosulunu saglayan (z,,) sabit dizisi
verilsin. (X, .7) topolojik uzay1 i¢inde her n € N i¢in z,, = a € X kogulunu
saglayan (z,) sabit dizisini diigiinelim. a noktasinin her W komgulugu x,, =
a terimlerini igerdiginden, Tanim 11.1.2 geregince, x,, — a dir; yani (z,)
dizisinin limiti a dir.

Her limit noktasi bir yigilma noktasi oldugundan a noktasi sézkonusu
sabit dizinin bir yigilma noktasidir.

Ornek 11.1.2. R iizerindeki mutlak topolojiye gore (%) dizisinin limiti 0 dir
ve 0 noktas1 bu dizinin bir yigilma noktasidir.

ISPAT: Argimet Kurali uyarinca, her ¢ > 0 sayisina karsilik € > nio olacak
bi¢imde bir ny € N dogal sayis1 vardir. O halde n > nq igin
1 1
< —<e€
n No
olur. Agik araliklar ailesi salt topoloji i¢in taban oldugundan, 0 noktasinin
bir W komgulugu igin, € > 0 sayisin1 (—¢,€) C W olacak bigimde segebiliriz.
Bu durumda ]
n>nyg=—€(—€e) CW
n

olacaktir. Her W komgulugu i¢in bu yapilabilecegine gore 1 — 0 oldugu
sonucu ¢ikar. "

Ote yandan € > 0 ne kadar kiiciik olursa olsun, 0 dan farkli olan % terim-
leri Tanim 11.1.3 &zeligini saglarlar. Oyleyse 0 noktasi (+) C R alt kiimesinin
bir yigilma noktasidir.

Ornek 11.1.3. R iizerindeki salt topolojiye gore ((—1)") dizisi yakinsak
degildir ama —1 ve 41 noktalar1 yigilma noktalaridir.

Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. Dizinin bir x limitinin oldugunu
varsayalim. Bu durumda ya x # 1 dir ya da x # —1 dir. z # 1 oldugunu
kabul edilim (z # —1 hali i¢in de benzer iglem yapilir).
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1 & (x — 0,z + ) olacak gekilde bir § > 0 sayis1 segebiliriz, kabuliimiize
gore, dizi yakinsak oldugu i¢in, belli bir n, € N i¢in

n>ny=(—1)"€(x—45x+9)

olmahdir. Oysa n ¢ift bir say1 oldugunda bu bagint1 saglanmaz; demek ki
varsayimimiz yanligtir; yani dizi hi¢bir x limitine yakinsamaz.

—1 sayisinin her komgulugu dizinin tek indisli terimlerini icerir. Bu te-
rimler sonsuz sayidadir. Oyleyse, Tanum: 11.1.3 uyarinca —1 noktasi dizinin
bir yigilma noktasidir. Benzer olarak, 41 sayisinin her komgulugu dizinin cift
indisli terimlerini icerir. Bu terimler sonsuz sayidadir. O halde, 41 noktasi
dizinin bir yigilma noktasidir.

Ornek 11.1.4. R iizerindeki salt topolojiye gore ((—1)" +1) dizisinin limiti
yoktur. Ancak —1 ile +1 noktalar1 bu dizinin yigilma noktalaridir.

IsPAT: Bunun kolay ispat1 6grenciye birakilmigtir.
Boylece agagidaki 6zellikleri elde etmis oluyoruz.

SONUGCLAR:

(i) Dizinin bir limiti varsa, o limit aym zamanda bir y1g1lma noktasidir. Bu
durumda, limit noktasi ile yigilma noktasi cakigir. (bkz. Ornek 11.1.2)

(ii) Dizinin y1gilma noktasimin olmasi, o dizinin limit noktasinin da olmasini
gerektirmez (bkz. 11.1.4).

(iii) Dizinin hem limiti hem de yigilma noktasi olmayabilir. ( Ornek: f :
n — n?)

(iv) Dizinin limiti olmadigi halde yigilma noktalar1 olabilir (bkz. Ornek
11.1.4)

11.2 DIZILERIN YETERSIZLIGI

Onerme 11.2.1. (X, 7)) Birinci Saylabilme Aksiyomunu saglayan bir uzay
olsun ve bir A C X alt-kiimesi verilsin. a € A olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul, a noktasina yakinsayan bir (a,) C A dizisinin varligidar.
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Ispat:ac Aolsun. a nin sayilabilir ve ic-ice bir
‘/'13{/23...‘/”3...

komsguluklar tabani vardir. (bkz. Onerme 5.1.2). a noktas1 A kiimesinin bir
yagilma noktasy oldugundan, her n icin V,, N A # () dir; dolayisiyla bir a,, €
VN A segebiliriz. Boylece, olugan (a,,) dizisinin a ya yakmsadig goriiliir.

Tersine olarak a, — a olacak sekilde bir (a,) C A dizisi verilsin. Ya-
kinsaklik tanimi geregince, a nin her W komsgulugu belli bir ny dan biiyiik
indisli a, terimlerini icerecektir; yani a, € W N A olacaktir, ki bu a € A
olmasi demektir (bkz. Onerme: 2.5.3).

Tamim 11.2.1. Bir f(X,7) — (Y,.) verilsin. Eger her (z,) C X dizisi
icin

Tp = 2= f(zn) = f(2)
oluyorsa f fonksiyonuna x noktasinda dizisel stireklidir, denilir.

Teorem 11.2.1. Siirekli her fonksiyon dizisel sireklidir; ama dizisel sirekl
bir fonksiyonun sirekli olmasi gerekmez.

IspaT f(X,7)— (Y,.) fonksiyonu a € X noktasmda siirekli olsun
ve a, — a olacak gekilde bir (a,) C X dizisi alahm. (Y, .%) topolojisine gore,
f(a) nin her W komgulugu i¢in

n>nyg= fla,) € W

olacak gekilde bir ny dogal sayisinin varhgini gostermeliyiz, f fonksiyonu sii-
rekli oldugundan V' = f~1(W) kiimesi a nin bir komgulugudur (bkz. Teorem
6.1.1(d)). Oysa a,, — a oldugundan Gyle bir ny € N vardir ki n > ng oldu-
gunda a, € V olacaktir, ki bu durumda f(a,) € W olur ve istenen (11.2)
ozelligi elde edilir.

Teoremin ikinci kismini gostermek icin, dizisel siirekli oldugu halde siirekli
olmayan bir fonksiyon tamimlamak yetecektir. Bunun i¢cin X = R alalim
ve .7 topolojisi olarak, () ile sayilabilir kiimelerin tiimleyenlerini alalim. Bu
durumda bir (a,) C R dizisinin, 7 ya gore, a ya yakinsamasi igin belli bir k
dan sonra a, = a olmasi, yani dizinin

{a17a27"' y Ak G,G,CL,"'}
seklinde olmasi gerekli ve yeterlidir. Her

f:(R,.I)— (R,Z)
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fonksiyonunun dizisel siirekli oldugu kolayca goriiliir.
Oysa, drnegin, f~1[(0,1)] = (0,1) kiimesi (R,.7) uzaymda agik olmadig
i¢in f(x) = x diye tammlanan 6zdeglik fonksiyonu 7 — Z siirekli degildir.

Teorem 11.2.2. Bir (X, 7) uzay Birinci Saylabilme Aksiyomunu saglayan
bir uzay ve (Y,.7) her hangi bir uzay olmak iizere

[i(X,7) > (V,.)
fonksiyonu verilsin. Asagidaki ozelikler esdegerdir:

(i) f fonksiyonu bir a € X noktasinda siireklidir;

(ii) f fonksiyonu bir a € X noktasinda dizisel siireklidir.

[ s P A T: Genel olarak (i) = (i) oldugunu Teorem 11.2.1 den biliyo-
ruz. O halde (i) = (i) oldugunu gostermek yetecektir. Bunu olmayana ergi
yontemi ile gosterecegiz. a noktasimin ig-ice bir Vi D V5, D --- sayilabilir
komguluklar tabanin1 alalim ve f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olma-
digim varsayalim. Bu durumda 6yle bir S € . vardir ki f(a) € S dir ama
her n € N icin V,, & f~1(S) olur. Oyleyse

Vn € Nic¢in (3a, € V,) a, € f71(9) (11.3)

dir, ki bu f(a,) € S olmasim gerektirir. Simdi (11.3) 6zeligine sahip olacak

sekilde secilen (a,) dizisinin a ya yakinsadigi apagiktir; oysa (f(a,)) dizisi

f(a) ya yakimsamiyor; ki bu f nin dizisel siirekli olmasma aykiridir. Yani

f siirekli degilse f dizisel siirekli olmuyor. Oysa varsayimimiz geregince f

dizisel siireklidir. Demek ki f nin siirekli olmadig1 kabuliimiiz yanhgtar.
Yukaridaki iki teoremden ¢ikan sonug sudur:

Sonucg 11.2.1. Her hangi bir topolojik uzayda dizisel streklilik ile stireklilik
esdeger olmadigr halde, Birinci Sayilabilme Aksiyomu saglayan uzaylarda bu
ki kavram esdegerdir.

Dizilerle siireklilik arasindaki bu iligkilerin bagka topolojik 6zellikler i¢in
de var olup olmadigi sorulabilir. Daha genel sdylersek, Tanim 11.1.2ile verilen
yakisama kavrami bir topolojik yapi tanimlamaya yetebilir mi? (Ornegin
kaplama aksiyomlarmin yettigi gibi). Bu sorunun yanit1 Birinci Sayilabilme
Aksiyomunu saglayan uzaylar i¢in "ewvet” tir. Daha acik bir deyigle, Birinci
Sayilabilme Aksiyomunu saglayan uzaylarda agik (ya da kapali) kiimeleri,
dizilerin yakinsakligi kavrami ile belirtmek miimkiindiir. Bunun icin agagidaki
ozeligi ispatlamak yetecektir.
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Teorem 11.2.3. (X,.7) Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan her uzay
asaqidaki 6zeliklere sahiptir:

(i) Te T <z, —xeT ise (x,) dizisinin belli bir sayidan biiyiik indisli
terimleri 1" ye aittir;

i) Fe 7' {[(z,) CFverx, »>x]=>x€F}
fspam:

(i): =T € T vex, — x € 7 olsun. T kiimesi, x noktasinin bir komgulugu
oldugundan, Tanim 11.1.2 geregince, Gyle bir ng dogal sayis1 vardir ki

n>ng=>x, €T

olur.

<: T =T° oldugunu gdstermek icin olmayana ergi yontemini kullana-
cagiz. Eger T # T° olsaydi, ©x € T° ve x € T olan bir x 6gesi olacakti.
Bu noktanin sayilabilir bir komguluklar tabani tabam V;, D Vo D -+ D
V, D ...olsun. x ¢ T° demek, her n icin V,, NT" # () demektir. Oyleyse
her bir V,, N T" kiimesinden bir x,, 6gesi secerek bir

Ty, =z, (x,) C T

dizisi olugturabiliriz. Bu dizinin varsayimimizi sagladigi apacgiktir; O
halde kabuliimiiz yanhstir; yani 7" = T dir.

(ii): =: F kapali bir alt-kiime olsun ve x, — z olan bir (z,) C F dizisi
verilsin. z € F olacagim gosterecegiz. Olmayana ergi yontemini kulla-
nacagiz. x € F' € 7 olsayd, 6yle bir ng € N varolacakt1 ki

n>ny =z, €F

saglanacakti. Oysa bu (x,,) C F olmasma aykiridir. O halde kabuliimiiz
yanhgtir; yani z € F' dir.

< (bkz. Onerme 11.2.1) .
Bu soylediklerimizden cikan sonuc¢ sudur:

Sonug 11.2.2. [Dizilerin yetersizligi| Dizilerin yakinsaklhgr kavrama, ancak,
Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan uzaylarda agik (kapali) kimeleri
belirlemeye yetmektedir.
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Bagka bir deyigle, bir kiime iizerinde Teorem 11.2.3(i) 6zeligini agik kiime-
lerin tanimi olarak alirsak, ancak, Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan
bir topolojik yap1 kurabiliriz.

Ama, biitiin topolojik uzaylar Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglama-
digina gore, dizilerin yakinsakhigi kavrami topolojik yapilarin kurulmasinda
yetersiz kalmaktadir. Bunun icin dizi kavramini, bu amaca yetecek yeni kav-
ramlara genellegtirmek gerekmistir. Bu yeni kavramlari bundan sonraki ke-
simlerde inceleyecegiz.

11.3 PROBLEMLER

1. Ayrik olmayan bir uzaydaki her dizinin, uzaym her noktasima yakinsa-
digim gosteriniz.

2. Ayrik bir uzayda bir (a,) dizisinin bir a noktasina yakinsamasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul belli bir indisten sonraki biitiin a,, terimlerinin
a ya esit olmasidir. Gosteriniz.

3. Sonsuz bir X kiimesi iizerinde 7 topolojosi olarak bog kiime ile sayi-
labilir biitiin alt-kiimelerin tiimleyenlerini alahm. Bir (a,) dizisinin bir
a limitine yakinsamasi i¢in, belli bir indisten sonraki biitiin a,, terimle-
rinin a ya egit olmasi gerekli ve yeterlidir. Gosteriniz.

4. Tanam 11.1.2 de komsuluklar ailesi yerine yerel tabanin konulabilecegini
gosteriniz.

5. Birinci Saylabilme Aksiyomunu saglayan bir topolojik uzayda bir (z,,)
dizisi verilsin. Bir & noktasinin bu dizinin bir yigilma noktasi olmasi
icin gerekli ve yeterli kogul, verilen dizinin z noktasina yakinsayan bir
alt dizisinin varlhigidir. Gosteriniz.

6. Gergel sayilardan olusan bir (z,) dizisinin, salt topolojiye gore, bir x
sayisina yakinsamasi icin gerekli ve yeterli kosul, her ¢ > 0 sayisina
kargilik

n>ng=|r, —z| <e

olacak bi¢gimde dogal bir ny sayisinin varhgidir. Gosteriniz.
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Genel terimi yinelgen (recursive) olarak (a,i2 = a,+1 + a,) bigiminde
tanimlanan Fibonacci dizisinin salt topolojiye gore iraksayan bir dizi
oldugunu gdosteriniz.

. Yakinsak bir dizinin her alt dizisinin de yakinsak ve ayni limite sahip

oldugunu gosteriniz.

. Asagidaki dizilerin herbirisinin, varsa, (salt topolojiye gore) limit ve

yigilma noktalarini bulunuz:

(a) Her n € N igin (a, = 3) diye tammlanan (a,) sabit dizisi.

(b) Belli bir ng indisinden sonra terimleri sabit olan dizi; yani

n, n<ng
ay = ) (11.4)
a, mn >mng, a sabit

bigiminde tanimlanan (a,) dizisi.

Genel terimi a, =5 — 2 olan (a,) dizisi.

Genel terimi a, =7+ £ olan (a,) dizisi.

Genel terimi a, = (—1)"2 olan (a,) dizisi.

@

—
T N — — T

Genel terimi a,, = n olan (a,) dizisi.

—~

Genel terimi a,, = n (mod 3) olan (a,) dizisi.

f: N — Qn[0,1] fonksiyonu f(n) = X diye tamimlanan bire-
bir-igine bir fonksiyon olmak iizere, a, = f(n) dizisi. [Boyle bir
fonksiyonun varhgim gosteriniz.|

Her gergel sayinin rasyonel sayilar kiimesinin bir yigilma noktasi oldu-
gunu; yani her x € R i¢in z € Q oldugunu gosteriniz.

R iizerindeki salt topolojiye gore N dogal sayilar kiimesinin hi¢ bir
yigilma noktasi olmadigini gosteriniz.

R iizerindeki salt topolojiye gore S = (0,1) U {3} kiimesinin yigilma
noktalarmi bulunuz.

Ayrik olmayan uzayda her nokta bosg olmayan her kiimenin bir yigilma
noktasidir. Gosteriniz.

Ayrik uzayda hi¢ bir kiimenin yigilma noktasidir. Gosteriniz.



