Bolum 12

Aglar

1922 yilinda Eliakim Hastings Moore (1862-1932) ve grencisi Herman L.
Smith tarafindan ortaya atilan ag kavrami topolojik uzaylari belirlemekte
yetersizlikleri ortaya cikan dizi kavramini genellestirmistir. Yapilan is sudur:
Dizi tam (tiimel) sirali sayilabilir bir kiime olan dogal sayilar kiimesi {ize-
rinde tanimh bir fonksiyondur. Tam sirali kiime yerine yonlenmis bir kiime
alinmig ve sayilabilir olma kogulu kaldirilmigtir. Bunun dogal sonucu olarak
dizi kavramindan daha genel olan ag (net) kavrami ortaya gikmigtir. Bazi
kaynaklarda ag yerine Moore-Smith dizisi deyimi kullanilir.

12.1 AGLARIN YAKINSAMASI

Tanim 12.1.1. Bir A kiimesi iizerinde < simgesiyle gosterecegimiz bir ba-
gint1 agagidaki ozeliklere sahipse, < bagmtisina A kiimesini yonlendiriyor ve
A kiimesine de < bagmtisi ile yonlenmis bir kiimedir, diyecegiz:

(i) Her A € Aigin A < A dir,
(ii) Her A\, p,v € Aigin A < p ve pu < v olmast A < v olmasin gerektirir,

(iii) Her A\, u € A ciftine kargihik yle bir v € A 6gesi vardir ki A 5 v ve
W < v olur.

Bu ozeliklerden ilk ikisi, sirasiyla, bagintinin doniislii ve geg¢isli oldugunu gos-
terir. Uclinciisii ise yonlendirme eylemine 6zgii olan bir ozeliktir.
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Ornek 12.1.1. Tam siralanms her kiime yénlenmis bir kiimedir. Ama yon-
lenmis her kiimenin tam sirali olmas1 gerekmez. Ozel olarak, dogal sayilar
kiimesi yonlenmig bir kiimedir.

Ornek 12.1.2. Bir kiimenin biitiin sonlu altkiimelerinden olusan aile kap-
sanma bagintisina gére yonlenmis bir kiimedir.

Ornek 12.1.3. Bir topolojik uzayda her hangi bir = 6gesinin %(z) ile gos-
terdigimiz komguluklar ailesi

UxVeaUDV, (UV e ()

bagintisina goére yonlenmis bir kiimedir. Buna komsuluklarin dogal yonlen-
mesi diyecegiz.

Tanim 12.1.2. X bos olmayan bir kiime ve A yonlenmig bir kiime ise f :
A — X fonksiyonuna bir ag (net) denilir.

f nin degerler kiimesi, her A € A i¢in f(A\) = ) olmak {izere
{zye X e, f(N)=x}CX
kiimesidir. X kiimesini gostermek gerekmedigi zaman, kisahigi saglamak i¢in

{f(z2) - A e A}

yazabiliriz.

f(A) = z\ € X ogelerinden her birisine agin bir terimi (6gesi), x teri-
mindeki A 6gesine terimin indisi (damgasi) diyecegiz. Terimleri X kiimesine
ait oldugu i¢in, aga X kiimesinde bir ag, denilir.

Diziler i¢in soyledigimiz gibi, ag dedigimiz f fonksiyonun taniml olmasi
icin A tanim kiimesinin, X degerler kiimesinin ve her A € A igin f(\) = x)
gonderim kuralinin bilinmesi gerekir. Oyleyse, f ag tamimlandiginda, de-
gerler kiimesini biliyor oluruz. O nedenle, f fonksiyonunu sdylemeye gerek
duymadan, ag1

{zye XA e A}

bi¢iminde gdsterebiliriz. Bu gosterimde z), simgesinin A — x, génderim kura-
lin1 belirledigini anliyor ve f fonksiyonunu yazmiyoruz. Agin terimlerinin ait
oldugu X kiimesinin kim oldugu biliniyor ve dolayisiyla onu ayrica belirtmek
gerekmiyorsa, yukaridaki gosterim yerine

{z): X € A} yada (z))ren
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yazabiliriz.
Gosterimi daha da kisaltmak icin, A tanim kiimesinin kim oldugunu be-
lirtmek gerekmedigi zaman, agi

()
simgesiyle de gosterebiliriz.

Tanim 12.1.3. A yonlenmis kiime ve ayni siraya gore yonlenmis bir A C A
altkiimesi verilsin. Her A € A 06gesine karsilk A < d olacak bi¢gimde bir
d € A 6gesi varsa A C A altkiimesine (A i¢inde) essonal (cofinal) bir altkiime
denilir.

f A — X bir ag ve A C A egsonal ise f nin A ya kisitlanmisi olan
fla : A = X fonksiyonuna f agimin bir altagi denilir.
Altag kavramini daha da genellegtirebiliriz.

Tanim 12.1.4. f: A — X ve g : I' — X aglan verilsin. Eger agagidaki iki
kogulu saglayan bir 7 : I' — A génderimi varsa fonm : [' = X agmna f nin
bir altag: denilir.

(1)) yel'=g(y) = f(n(v))
(#1) M€A=TpeTl (7= l=s7(7))

a € X sabit bir nokta ise, her A € A i¢in ) = a kogulunu saglayan (x))
agina sabit ag denir.

A yonlenmig kiimesi yerine, 6zel olarak N dogal sayilar kiimesi konulabilir;
¢iinkii dogal sayilar yonlenmig bir kiimedir. Bu durumda ortaya ¢ikan ag bir
dizi olacaktir. Bagka bir deyigle, her dizi bir agdir. Ama bunun tersi dogru
degildir; yani her ag bir dizi degildir. O nedenle, ag kavrami dizi kavramindan
daha geneldir.

Ornek 12.1.4. Bir topolojik uzayda bir z 6gesinin her V komsulugundan
bir xy 6gesi segelim. Bu 6gelerden olusan (xy) kiimesi bir agdir.

Ornek 12.1.5. X icinde bir (xy) agi ile bir ¢ : X — Y fonksiyonu verilsin.
Bu agmn ¢ fonksiyonu altindaki (¢(z,)) goriintiisii Y i¢inde bir agdur.

X kiimesi iginde bir (z,) agi ile bir A C X altkiimesi verilsin. Eger
agn her 6gesi A icindeyse, bu ag A kiimesi icinde bir ag olacaktir. Ancak,
uygulamada, cogu kez bir agin 6gelerinin ancak belli bir indisten sonra A
kiimesi i¢inde olmasi durumu ile kargilagiriz:
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Tanim 12.1.5. Belli bir Ay € A i¢in
MIA=x €A

oluyorsa, (xy) aginin sonal bir kuyrugu A kiimesi i¢inde kalwyor, denilir.

Diziler icin soyledigimiz gibi, uygulamada dizinin terimlerini iceren X
kiimesi bir matematiksel yapi ile donatilmig olur. Bu boliimde, X {izerinde
bir topolojik yap1 oldugunu varsayacagiz. Boylece, diziler i¢in tanimladigimiz
yvakinsaklik kavramini aglara genisletebiliriz.

Tanim 12.1.6. Bir topolojik uzay iginde bir (x,) agi verilsin. Bir z 6gesinin
her komgulugu (z,) aginin sonal bir kuyrugunu igeriyorsa, (x)) agr x dgesine
yakinsiyor diyecek ve bunu simgesel olarak

Ty — T, NEA
limzy=z, A€A

limzy, ==z

gosterimlerinden birisi ile belirtecegiz.
Eger (x,) ag1 x 6gesine yakmsiyorsa, z 6gesine bu agin limitidir, diyecegiz.

Tabii bir agin hi¢ bir limiti olmayayabilecegi gibi birden ¢ok limiti de
olabilir. Var oldugunda limitin tekligi icin uzayin saglamas1 gereken &zeligi
ileride gorecegiz.

Tanmim 12.1.7. {z), € X | A € A} ag1 ve A C X alt kiimesi verilsin. Eger
her A\, € A i¢in ) € A olacak bi¢imde bir x) (Ao < \) 6gesi varsa, (z,) ag
siklikla A i¢indedir, denilir.

Bir x € X mnoktasimin her komsgulugu (z,) agm siklikla igeriyorsa, x
noktasina (z,) agimin bir yigilma (cluster, accumulation) noktasidir, denilir.

Bir agin yigilma noktasi, bir dizinin yigilma noktasi kavraminin genelleg-
mis halidir.

Onerme 12.1.1. Yakinsak her dizi yakinsak bir agdur.
IspAT: Apaciktir.

Ornek 12.1.6. Ornek 12.1.4 te verilen ag = noktasma yakmsar.
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12.1.1 Problemler

1. Dogal sayilar kiimesinin < bagintisina gore yonlenmis bir kiime oldu-
gunu gosteriniz.

2. Tanim 12.1.1 deki (4i7) kogulu yerine daha gii¢lii olan agagidaki kogulun
konulabilecegini gosteriniz:

Sonlu sayida Ai, g, ..., A\, € A 6gelerine kargilik
A4)\1a )‘<>\27 7)\<An
egitsizlikleri saglayan bir A € A 6gesi vardir.

3. (X,7) uzayinda z noktasmin Z(x) komsuluklar ailesinin yonlenmis
bir sistem oldugunu gosteriniz.

4. Kapal [a,b] arahginda bir f fonksiyonunun Riemann integrali tanim-
lanirken [a, b] araliginin

a=ag<a<a<az<...<a,=0>b (12.1)

béliintiileri kurulur ve en biiyiik [a;_1, ;] alt araliginin uzunlugu sifira
giderken, Riemann toplamlarinin inf ve sup degerlerinin olup olmadi-
gma bakilir. Alt araliklar i¢-ige olan (12.1) boliintiilerinin yonlenmis
bir sistem olugturduklarini gésteriniz.

5. Bir topolojik uzayda bir x noktas1 alalim ve bu noktaya kargilik
P, ={(U,t)|U € % (x),tcU}
kiimesini tanimlayalim. Bu kiimenin
U, t)x (V,2) UDV

bagintisina gore yonlenmig bir kiime oldugunu gosteriniz. Sonra, 6geleri
2, kiimesiyle indislenen

{t| (U, t) € 2,}

agiin x noktasina yakinsadigini ispatlayiniz.
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12.2 AGLARIN YETERLIGI

Diziler i¢in 6nceden sdyledigimiz 6zellikleri, bu kesimde, daha genel olarak,
aglar yardimiyla elde edecegiz.

Onerme 12.2.1. Bir topolojik uzayin her hangi bir A alt-kiimesi verilsin.
Bir a odgesinin A min kaplamina ait olmast icin gerekli ve yeterli kosul, A
icinde a ya yakinsayan bir agin varbgidor.

Gerekligi: a € A olsun. Kaplam tanimi uyarinca, a 6gesinin her V komsgu-
lugu A kiimesiyle kesigecektir. O halde bu arakesitten bir ay 6gesi secebiliriz.
Béylece sececegimiz gelerden olusan (ay) agmin a ya yakmnsar (bkz. Ornek
12.1.4).

Yeterligi: a igindeki bir (ay) ag1 bir a 6gesine yakinsasin. Yakinsama ta-
nimi1 uyarimea, a 6gesinin bir V' komgulugu (a,) agimmin kuyrugunu iceriyor,
olacaktir. Bu, AUV # () olmasi1 demektir. Oyleyse a € A olur.

Sonug 12.2.1. Bir topolojik uzayda bir A alt-kiimesi icin asagidaki ozelikler
saglanar:

(i) A kiimesinin kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, A i¢indeki ya-
kinsak her agin limitinin A i¢inde olmasidir.

(ii) A kiimesinin agik olmasi igin gerekli ve yeterli kogul, A i¢indeki bir a
Ogesine yakinsayan her agin kuyrugunun A ic¢inde kaliyor olmasidir.

IspaT: (i) A kapali ise A C A olacaktir. Ote yandan, énceki 6nerme
uyarinca, her (z)) C A icin 2y — x olmas1 z € A C A olmasim gerektirir.
Tersine olarak, her a € A igin dyle bir (ay) C A vardir ki ay — a olur.
Varsayim geregince a € A dir. Bu A C A olmasi; yani A nin kapali olmasi
demektir.

(ii) A acik bir kiime olsun. Bir a € A 6gesine yakinsayan her hangi bir
(ay) ag verilsin. A agik oldugundan a € T C A olacak gekilde agik bir
T kiimesi vardir. Bu kiime a nin bir komgulugu oldugundan, (a,) aginmn
kuyrugu bu kiime icinde kaliyor olacaktir; ki bu, kogsulun gerekligini verir.
Kosulun yeterligini olmayana ergi yontemiyle gosterelim. A icindeki bir 6geye
yakinsayan her agin kuyrugu A icinde kaliyor olsun. Eger A kiimesi acik
olmasaydi, en az bir x € A 6gesinin biitiin komguluklar1 A’ ile kesigiyor
olacakti. O durumda, her V € %B(x) igin bir xy € V N A’ 6gesi secilerek
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x Ogesine yakisiyan bir (zy) agi kurulabilir. Bu ag A’ iginde kalacagindan,
varsayimimizla celigir.

Bu iki sonug, Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan uzaylarda dizi-
lerle kurulan acik ve kapali kiimelerin, aglar yardimiyla her topolojik uzayda
kurulabilecegi anlamina gelir (bkz. Sonug 11.2.2). Gergekten, her hangi bir
topolojik uzaymn kapal ve acik kiimeleri (i) ve (ii) kosullar ile belirlenebil-
mektedir. Boylece, dizilerin topolojiyi belirlemekte kargilagtigimiz yetersizli-
gini aglar yardimiyla giderebiliyoruz.

Onerme 12.2.2. X wuzayindan Y uzayina tansml olan bir f fonksiyonunun
x € X noktasinda sirekli olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul, her (x)) ag
1¢in

Ty — x = f(z)) = f(2) (12.2)
olmasidar.

Gerekligi: f fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun ve bu noktaya yakin-
sayan bir (x,) ag verilsin. V € Z(f(z)) ise f~1(V) € %(z) olacagindan ya-
kinsama uyarinca, dyle bir Ay € A vardir ki, Ay < A oldugunda zy € f~1(V)
olur; ki bu her A > X igin f(z)) € V olmasimi gerektirir. Bu ise (f(z)))
agimin f(x) noktasina yakinsamasi demektir.

Yeterligi: Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. Diyelim ki f fonksi-
yonu bir z noktasmda siirekli degildir. O halde en az bir V € Z(f(z)) i¢in
YV & B(x) olacaktir. Bu durumda, her U € %B(x) icin zy € f~1(V) ola-
cak gekilde bir zy € U 6gesi segebiliriz. Bu tiir 6gelerden olusan (zy) agimin
x noktasma yakinsayacagmi biliyoruz. Varsayim geregince, f(xy) — f(x)
olacaktir.

Oysa, bu son yakmsamanin olabilmesi i¢in (f(xy)) agmin kuyrugunun
V' komgulugu ic¢inde kaliyor olmasi gerekir; yani, belli bir yerden sonraki
U komsuluklar i¢in f(zy) € V olmahdir; ki bu da zy € f~1(V) olmasi
demektir. Bu ise, agin kurulusu ile celigir.

Bu 6nerme, dizisel siirekliligin yetersizligini ortadan kaldirmaktadir.

Bu kesimi bitirmeden &nce, analiz derslerinde ¢ok sik kargilagilan bir 6ze-
ligi daha séylemek yararh olacaktir.

Tanim 12.2.1. X ile Y birer topolojik uzay olsun ve A C X alt-kiimesinden
Y kiimesine bir f fonksiyonu verilsin. Eger A —{z} igindeki her (z)) ag1 i¢in

Ty —x= f(z)) =y
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oluyorsa, y € Y noktasina f fonksiyonunun x noktasindaki limitidir, denilir
ve bu durumda

y = lim f(2)

yazilir.

Onerme 12.2.3. Yukaridaki gésterimler altinda

= lim f(¢t)

t—x

olmast igin gerekli ve yeterli kosul her V- € B(y) i¢in
r#teUNA= f(t)eV

olacak sekilde bir U € HB(x) kimesinin varlgidor.

Bu 6nermenin ispat1 yakinsama tanimindan hemen c¢ikarilabilir.

12.2.1 Problemler

1. Bir a noktasinin bir A kiimesinin bir yigilma noktasi olmasi i¢in ge-
rekli ve yeterli kogul A — {a} i¢inde A noktasima yakinsayan bir agin
varlhigidir. Gosteriniz.

2. Bir topolojik uzayda x noktasinin (z,) aginimn bir yigilma noktasi ol-
mast igin gerekli ve yeterli kosul, () aginin bir alt-agimin z noktasina
yakinsamasidir. GOsteriniz.

3. X kiimesi iizerinde .77 < % kosulunu saglayan 77 ve 7 topolojileri
varsa, bir agin bu topolojilere gére yakinsamalar1 arasindaki fark nedir?

4. I¢indeki her ag her noktasina yakinsiyorsa, uzay ayrik degildir. Goste-
riniz.

5. Ayrik bir uzayr aglarin yakinsamasi ile belirleyebilir misiniz?

6. (x)) ag1 x limitine yakinsiyorsa, her alt aginin da ayni noktaya yakin-
sadigimi gosteriniz.



