Bolum 13

SUZGECLER

13.1 SUZGEC KAVRAMI

Komguluklar sistemiyle topolojik yapilarin nasil kuruldugunu incelemigtik
(bkz. Onerme 5.1.1). Simdi komsuluklar sistemini tamimlamak icin siizgec
kavramini kullanacagiz. Sizge¢ kavrami, oldukca ilkel bir kavramdir ve 6g-
renci analiz derslerinde dizi kavramini nasil rahatlikla kullaniyorsa, bu kav-
rami da o kadar rahathikla kullanmaya aligmalidir. Siizge¢ kavrami, topolojik
yapiya dayanmadan tanimlanacak ve buradan bir topolojik yapi elde edile-
cektir. Ayrica bir topolojik yap1 varsa, buradan hareketle bir siizge¢ kavra-
mina gidilebilecegi de gosterilerek; stizge¢ kavraminin, yeni bir topolojik yapi
kurma yontemi getirdigi sonucuna varilacaktir.

Tanim 13.1.1. Bir X kiimesinin alt-kiimelerinden olusan bir . ailesine,
eger agagidaki ii¢ kogulu saghyorsa, X {izerinde bir stizge¢tir denilir;

[S1] Bos kiime . ye ait degildir;

[S2] .7 ye ait her hangi iki kiimenin arakesiti yine . ye aittir;

[S3] . ye ait her hangi bir kiimeyi kapsayan her kiime yine .# ye aittir.

Bu ii¢ 6zellige siizge¢ aksiyomlary diyecegiz.

[S1] ve [S2] den hemen goriilecegi lizere .7 ye ait sonlu sayidaki kiimelerin
arakesiti bog degildir.

Tanim 13.1.2. X kiimesi iizerindeki bir . siizgeci bu kiime iizerinde bir

yapidir; bu yapiya siizilmiis bir yapt ve X kiimesine de . ile siizilmiis bir
kiime denilir:
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Ornek 13.1.1. X # (ise . = {X} ailesi; yani yalmiz X kiimesinden olugan
aile kendisi iizerinde bir siizgectir.

Ornek 13.1.2. X kiimesinin bos olmayan bir A alt-kiimesi verilsin
S ={S|ACSCX}
ailesi, X {izerinde bir siizgectir.

Ornek 13.1.3. (Frechet Siizgeci) N dogal sayilar kiimesi icindeki biitiin sonlu
alt-kiimelerin tiimleyenlerinin olusturdugu aile N iizerinde bir siizgectir.

Ornek 13.1.4. Sonsuz bir X kiimesi icindeki biitiin sonlu alt kiimelerin
tiimleyenlerinin olusturdugu aile X {izerinde bir siizgectir. Buna sonlu tim-
leyenler siizgeci diyecegiz.

Ornek 13.1.5. X = {1, 29, , 2y, - - } dizisinin sonlu tiimleyenler siizge-
cine, bu dizinin bilesen sizgeci denilir.

Teorem 13.1.1. (X, .7) bir topolojik uzay ise, her v € X noktasi i¢in AB(x)
komgsuluklar ailesi X dizerinde bir stizgegtir.

Bu siizgece x noktasinin komsuluklar siizgeci denilir.
IsP A T: Onerme 5.1.2 den verilen [N3|, [N2|, [N1] komsuluk aksiyomlarr,
sirastyla [S1|, [S2], [S3] slizge¢ aksiyomlarinin saglandigini gosterir.

Teorem 13.1.2. Bir X kiimesi verilsin. Eger her v € X noktasina karsilik
asagrdaki iki ozelligi saglayan bir & (x) siizgeci varsa, X tizerinde dyle bir tek
T topolojik yapist vardr ki, 7 (x) siizgeci x noktasinin 7 -komguluklarindan
tbaret olur;

[KS1] .77 (x) siizgecine ait her kiime = noktasim icerir;

|[KS2] Eger V' € . (z) ise, dyle bir W € .#(x) vardir ki her y € W i¢in
V e .Z(y) olur.

I spaT:[S1], [S3] siizgeg aksiyomlar ile [KS1], [KS2] dzelikleri [N1] -
IN4| komguluk aksiyomlarina egdeger oldugundan, istenen sey Onerme 5.2.1
den ¢ikar.

Baylece, basta sdyledigimiz gibi, siizgeclerle topolojik yapilar arasinda bir
bagint1 kurmus oluyoruz.
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13.2 SUZGECLERIN KARSILASTIRILMASI

Tanim 13.2.1. Aym bir X kiimesi iizerinde .| ve % siizgecleri verilmig
olsun. % C .7 ise, % siizgeci .y den daha kabadir; ya da .7 siizgeci
Y den daha incedir, denilir. Eger ayrica . # %5 ise % siizgeci .7 den
kesinlikle daha kabadir, diyecegiz. ., C S ve | D %5 ise bu iki siizgec
birbirine egittir. Bu durumda . = .%5 yazariz.

Tabii iki siizgecin kargilagtirilabilmesi i¢in birisinin 6tekinden daha kaba
olmasi gerekir. X ile, bir X kiimesi {izerindeki siizgegleri gosterelim. .75 siiz-
geci .71 den daha kaba (ya da daha ince olma) bagimtisina gore X ailesi tikel
siralidir; (yani (X, C) tikel siralanmig bir sistemdir.

Onerme 13.2.1. Bir X kimesi dzerinde bos olmayan bir {S, 1€ I}
stizgegler ailesi verilmis olsun.

S =S={S: Viel)Se.#} (13.1)

11

arakesiti de X tizerinde bir siizgectir.

I sP A T: .7 nin siizgec aksiyomlarini sagladigi kolayca gosterilebilir.

Siizgecler igin yukarida tanimlanan siralama bagintisina gore, (13.1) ara-
kesiti ile verilen .¥ siizgecinin {.%, : 1 € I} siizgeglerinin en biiyiik alt simir1
(inf) oldugu apagiktar.

Simdi, bir X kiimesinin alt-kiimelerinden olugan bir s ailesini iceren bir
& siizgecinin ne zaman varolacagl sorusuna yanit arayalim.

Onerme 13.2.2. Bir X kiimesinin alt-kiimelerinden olusan bir s ailesi ve-
rilsin. Eger s nin hicbir sonlu arakesiti bos degilse, X tizerinde , s yi iceren
bir .7 siizgeci vardar.

I s P A T: s nin biitiin sonlu arakesitlerinden olusan aileyi § ile gosterelim.
X kiimesinin 8 ye ait her hangi bir kiimeyi kapsayan biitiin alt-kiimelerinin
olugturdugu aileye . diyelim. Bog kiime § ye ait olmadigi i¢in, bosg kiime
< ye de ait olamaz. A;, Ay € . olsun. % nin tanim geregince By C A,
ve By C A, olacak sekilde By, By € 8 vardir. 8 nin tamim geregince () #
BiN By € 8, dir ve By N By C A; N As oldugundan A; N Ay € . olur.
Son olarak F' D A € % olan bir F alt-kiimesi diigiinelim. % nin tanimi
geregince A D B € 8§ olacak gekilde bir B kiimesi vardir ve bu durumda
F D B olacagindan F' € . olmak zorundadir.
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Tanim 13.2.2. Yukaridaki 6nermede tanimlanan .7 siizgecine, verilen s aile-
sinin dogurdugu stizgeg, ya da s ailesinin drettigi sizge¢ denilir. Bu durumda
5 ye ./ nin bir alt tabamidir, diyecegiz.

Onerme 13.2.3. Bir s ailesinin dojurdugu . siizgeci, s ailesini kapsayan
stizgeclerin en kabasidar.

I sP A T:s y1 kapsayan bir .% siizgeci verilsin; yani s C .# olsun.
S C F olacagim gostermeliyiz. Gercekten, Onerme 13.2.2 deki gdsterimler
altinda s C 8§ C .# olacag: apaciktir. Tamim geregince, her A € .¥ i¢in
B C A olacak gekilde bir B € s kiimesi vardir. Buradan B € % oldugu
diigiiniiliirse, [S3| aksiyomundan A € % ¢ikar. Bu, istenen geyi verir.

Onerme 13.2.4. . ailesi X kiimesi tzerinde bir siizge¢ olsun ve bir A C
X alt-kiimesi verilsin. X tizerinde A € % ve X C . olacak sekilde bir
S stizgecinin varolmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul, . ye ait kiimelerin
hicbirinin A ile arakesitinin bos olmamasidar.

I'sP A T: Eger istenenleri saglayan bir .} siizgeci varsa [S2] aksiyomun-
dan kogulun gerekligi ¢ikar. Tersine olarak, kosul saglaniyorsa, s = {4, .}
nin dogurdugu 7] siizgeci istenenleri saglar.

Onerme 13.2.5. X kiimesi izerinde 8§ = {., : 1+ € I} siizgecler ailesi
verilsin. 8 nin bir en kigik st sinwrinin (sup) olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul, 8 nin her sonlu {.%; : 1 < i < n} alt ailesi ve her A; € .7, (1 <i<n)
icin A1 N As N ... N A, arakesitinin bos olmamasidir.

I'sP AT §nin.7 ile gosterecegimiz en kiigiik dist siari varsa [S2]
aksiyomu geregince kogulun saglanmasi gerekir. Tersine olarak, kogul sagla-
niyorsa

s={S:(Thel)SeS}
ailesinin dogurdugu . siizgeci 8 nin en kiigiik {ist siiridir.

Tanim 13.2.3. X kiimesi iizerinde bir .% siizgeci verilsin. Eger X {izerinde
# den daha ince bir siizgeg yoksa, .7 ye agkin (ultra) bir sizgegtir, denilir.

X kiimesi iizerindeki biitiin siizgecler ailesi kapsama bagintisina gore tikel
siralanmig bir kiimedir. Tikel siralanmig bu sistem i¢indeki biiyiikge (maxi-
mal) 6geler agkin siizgeclerdir. Ustelik, bu sistem icinde her hangi bir zincir
alsak, 2 diyelim, Onerme 13.2.5 uyarmca, 2 nin bir en kiiciik iist smir1 var-
dir. Yani bu sistem icindeki her zincirin bir en biiyiik 6gesi vardir. Oyleyse,
Zorn Teoremine gore, su Onermeyi sdyleyebiliriz:
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Onerme 13.2.6. X iizerindeki her . siizgecine karsilik . den daha ince
olan bir askin siizge¢ vardir.

13.2.1 Problemler

1.

2.

Sonlu bir kiime {izerindeki biitiin miimkiin siizgecleri bulunuz.

Sonsuz bir X kiimesi iizerindeki bir . silizgecinin biitiin kiimelerinin
arakesiti bog ise, bunun X iizerindeki sonlu tiimleyenler siizgecinden
daha ince oldugunu gosteriniz.

. ve J bir X kiimesi iizerinde iki siizgec olsun. X iizerindeki siizgecler

arasinda bu ikisinin bir en kiiciik iist sinir1 varsa, bunun
2={SNH | Se, HeHX}
oldugunu gosteriniz.

Y ailesi R nin (a,00),a € R geklinde bir arahigini igeren biitiin alt-
kiimelerinden olugsun. Bu ailenin R iizerinde bir siizge¢ olusturacagini
gosteriniz.

. < ailesi X iizerinde bir siizge¢ olsun ve bir A C X alt-kiimesi verilsin.

< nin A tizerindeki .4 izinin (trace) bir siizge¢ olmasi igin gerekli ve
yeterli kogul . nin her kiimesinin A ile kesismesidir. Gosteriniz.

F ailesi X kiimesi iizerinde bir agkin siizgeg (ultra filter) olsun. Eger
AUAU.. .UA, € F

ise, {A1, Ay, ..., A,} kiimelerinden en az bir tanesi .% agkin siizgecine
aittir. Gosteriniz.

13.3 SUZGEC TABANLARI

Tanim 13.3.1. Agagidaki iki nitelige sahip bir & C (X)) ailesine, X {ize-
rinde bir stzge¢ tabanidir denilir;

1.

[B1] # # 0 ve 0 ¢ %,
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2. [B2| £ ye ait her hangi iki kiimesinin arakesiti % ye ait bir kiimeyi
kapsar.

Ornek 13.3.1. s bir . siizgecinin alt-tabani ise, s nin 8 ile gosterdigimiz bii-
tiin sonlu arakesitleri ailesi . siizgecinin bir tabamdir (bkz. Onerme 13.2.2).

Ornek 13.3.2. X kiimesi icinde {z,, |n € N} dizisi verilsin. Her p € N icin
Sy, = {z, | n > p} olmak iizere

#=1{5 | peN}
ailesi X {izerinde bir siizgec tabanidir.

IspaT: Her p € N icin Sp # 0 oldugundan # ¢ ( dir; ayrica, N # ()
oldugundan Z # () dir; yani £ ailesi [B1] aksiyomunu saglar.
Ote yandan her p, ¢ € N icin

Sp,N Sy, =295, r=max{p,q}

oldugundan [B2] aksiyomu da saglanir. Oyleyse %, X iizerinde bir siizgec
tabanidir. Buna, verilen dizinin bilesen siizge¢ tabans denilir.

Ornek 13.3.3. (X,.7) topolojik uzaymda = € X noktasmin &(z) komsu-
luklar tabani, X {izerinde bir siizge¢ tabanidir.

IspaT: &(z) # () ve her S € &(x) kiimesi # noksanimm bir komsulugu
oldugundan z € S dir; dolayisiyla S # () tur; bu demek () ¢ &(z) dir. Oyleyse
S(x) ailesi [B1] aksiyomunu saglar.

[B2] aksiyomunun saglandigimi gostermek igin Sp, Sy € &(z) alahm. Sy
ve Sy kiimeleri x noktasinin komsuluklar: oldugundan S; N Sy arakesiti de
x noktasinin bir komsulugudur; dolayisiyla S3 C S; N Sy olacak sekilde bir
S3 € S(x) vardir. (bkz. Tanim 5.3.1)

Tanim 13.3.2. X iizerinde %, By siizge¢ tabanlar1 verilmis olsun. Asagi-
daki 6zellikler saglaniyorsa, bu ikisi birbirine denk iki siizge¢ tabanidir.

(i) Her A; € %, kiimesi bir Ay € %, kiimesini kapsar;
(ii) Her Ay € A, kiimesi bir A; € % kiimesini kapsar;

P ile By denk iseler, kisaca, % ~ Ay yazacagiz. Denk iki siizge¢ tabam
ayni siizgeci iiretirler.
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Ornek 13.3.4. (X, .7) bir topolojik uzay olsun ve bir 2 € X noktas1 verilsin.
Eger G;(x) ve Gy(x) aileleri x noktasmin iki ayr1 yerel tabani ise, bu ikisi
denk iki siizge¢ tabanidir.

IspAT: A; € .#(z) ise, A; kiimesi x noktasmnm bir komgulugudur; dola-
yisiyla #(z) tabanna ait bir Ay kiimesini kapsayacaktir (bkz. Tanim 5.3.1)
O halde (i) saglanir. (ii) nin saglandigi da benzer yolla goriiliir.

Onerme 13.3.1. X dizerinde bir % siizgeci ve bir B C .7 alt-ailesi verilsin.
Eger her S € . kiimesi bir B € # kiimesini kapsiyorsa B ailesi & nin bir
(stizgec) tabanudir.,

Bagka bir deyigle, . ailesi, X kiimesinin, Z ye ait bir kiimeyi kapsa-
yan biitiin alt-kiimelerinden olugur. Tabii, Z nin bir siizge¢ tabani oldugunu
gormek kolaydir.

Onerme 13.3.2. X iizerinde ¥ ile .% stizgeclert verilsin ve swraswyla %,
ile $B bunlarin birer tabanu olsunlar. . stizgecinin .5 den daha ince olmass
icin gerekli ve yeterli kosul, her By € %y kiimesinin bir By € %, kiimesini
kapsamasidar.

ISPAT %% C .97 ise By C. % C . olacagi diigiiniildiigiinde her
By € %5 icin By € . olur. % ailesi, .7] siizgecinin bir tabani oldugundan,
onceki 6nerme geregince, B; C B, olacak sekilde bir B; € %, varolacaktir;
yani kogul gereklidir.

Yeterligini gérmek i¢in bir Sy € % alalim. Taban tanimina gére By C So
olacak gekilde bir By € %, vardir. Eger verilen kogul saglaniyorsa B; C
Bs olacak sekilde bir By € %, vardir. O halde B; C S5 dir. Oysa, taban
tammindan, Sy € . olmasi gerekir; demek ki % C .#dir.

Onerme 13.3.3. X ve Y kimeleri ile bir f : X — Y fonksiyonu verilsin.
B ailesi X kiimesi tizerinde bir stizge¢ tabana ise,

f(#B)={f(A) | AeZ}
resmi Y tizerinde bir siizge¢ tabanidir.

IspAT:
BF#D= f(B)F0
dir.
A#D= f(A)#0
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ve B # 0 oldugundan f(Z) # 0 ¢ikar; yani f(%) ailesi [B1] aksiyomunu
saglar. [B2] nin saglandigimi gormek icin f(A4,), f(A2) € f(#) alahm. £ bir
siizge¢ tabani oldugundan A3z C Ay N A, olacak gekilde bir A3 € Z vardir ki
bu durumda

f(Az) C f(A1 N Ag) C f(A1) N f(Ag)

olur.

Sonug 13.3.1. X dzerinde . ve .5 siizgecleri verilsin. Bunlarin birer ta-
bani, siraswyla, B ve By olsun. Eger .S stizgeci S5 den daha ince ise, Y
tzerinde f(91) resminin taban oldugu sizgeg, f(%B2) nin taban oldugu siiz-
gecten daha incedir.

Ispati Onerme 13.3.2 den hemen goriiliir.

13.3.1 Problemler

1. X ve Y kiimeleri ile bir f : X — Y fonksiyonu veriliyor. & ailesi Y
kiimesi iizerinde bir siizgeg tabani ise f~!(Z) nin X iizerinde bir siizgeg
tabani olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, her B € % icin f~Y(B) # 0
olmasidir.

2. Onceki problemdeki gosterimler altinda f(f~1(%)) ailesinin Y iizerinde
bir siizge¢ tabani oldugunu ve bunun dogurdugu siizgecin % nin dogur-
dugu siizgecten daha ince oldugunu gosteriniz. (Yol gisterme: Her B
kiimesi i¢in f(f~!(B)) C B bagmtisi ile Onerme 13.3.2 yi kullaniniz).

3. f: X — Y fonksiyonu verilsin ve Z# ailesi X kiimesi iizerinde bir
siizge¢ tabani olsun. f~1(f(£)) nin iirettigi siizgecin, X iizerinde £
nin tirettigi siizgecten daha kaba oldugunu gosteriniz.

4. Yukaridaki gosterimler altinda f nin bire-bir 6rten olmasi igin gerekli
ve yeterli kogul, X iizerindeki her 4 siizge¢ tabani i¢in f~!(f (%)) nin
A ye denk bir siizge¢ tabani olmasidir. Gosteriniz.

5. f+ X — Y orten bir fonksiyon ve . ailesi X kiimesi lizerinde bir siizgeg
ise f() nin Y iizerinde bir siizge¢ olacagim gosteriniz. "Ortenlik”
kosulu kalkarsa ne olur?

6. Yalnizca iki 6gesi olan X = {x,y} kiimesi iizerinde ayrik olmayan to-
poloji var olsun.
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(a) .7 = {{x},{z,y}} ailesinin bir siizge¢ oldugunu gosteriniz.
(b) .7 siizgecinin hem z, hem y noktasma yakinsadigini gosteriniz.

(c) Buradan, bir siizgecin limitinin tek olmayabilecegi sonucunu ¢ika-
riniz.

7. Sonlu bir X kiimesi iizerindeki her il askin siizgeci icin
U={A: ACX, ze A}
olacak gekilde bir z € X noktasi vardir. Gosteriniz.
8. (xx)rea bir ag ise
{(zx) : M Ao €A, A > Ao}

ailesinin bir siizge¢ tabani oldugunu gosteriniz. Buradan ¢ikan sonug
sudur: Her agdan bir siizgec iiretilebilir.

13.4 SUZGECIN LIMITI
LIMIT NOKTASI vE YIGILMA NOKTASI

Tanim 13.4.1. (X, .7) bir topolojik uzay ve .7 ailesi, X kiimesi {izerinde
bir siizgeg olsun. Eger . siizgeci, bir x € X noktasimin %(x) komguluklar
siizgecinden daha ince ise, . silizgeci x noktasina yakinsiyor denilir.

Bu durumda x noktasina . siizgecinin bir limitidir , ya da limit noktasidur
diyecek ve lim.¥ = z ya da . — x yazacagz.

Tanim 13.4.2. Bir Z siizge¢ tabaninin dogurdugu (iirettigi) . siizgeci bir
x noktasina yakinsiyorsa, & siizge¢ taban1 x noktasina yakinsiyor, denilir ve
lim % = x ya da # — x yazilir.

Onerme 13.4.1. Bir &£ siizge¢ tabaninan bir x noktasina yakinsamas i¢in
gerekli ve yeterli kogul, S(x) yerel tabanina ait her kiimenin % ye ait bir
kiimeyt kapsiyor olmasidar.
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IsP AT % nin dogurdugu siizgec . olsun. . siizgecinin %(z) kom-
suluklar siizgecinden daha ince olmasi i¢in 6nermemizdeki kogulun gerekli ve
yeterli oldugunu Onerme 13.3.2 den biliyoruz.

Tanim 13.4.1 geregince, . siizgeci bir x noktasina yakinsiyorsa . den
daha ince olan her siizge¢ de z noktasina yakinsayacaktir. Benzer diisiiniisle,
eger daha kaba bir topoloji alirsak, komguluklar siizgeci daha kaba olacagin-
dan . siizgecinin yakinsakligi bozulmaz. Bagka bir deyisle, topolojik yapi
inceldikce yakinsak siizgecler azalir; topolojik yapi kabalastik¢a yakinsak siiz-
gecler ¢ogalir.

Bir siizge¢ ya da bir siizge¢ tabani birden ¢ok noktaya yakinsayabilir.

Tanim 13.4.3. (X,.7) bir topolojik uzay ve # ailesi X iizerinde de bir
siizge¢ tabani olsun. Z ye ait her kiimenin kaplami tarafindan icerilen bir
x noktasima A stizge¢ tabanimn bir yigilma (kaplama, cluster) noktasider |
denilir.

Eger x noktas1 bir & siizge¢ tabanimin bir yigilma noktasi ise, siizgeclerin
denklik tanimi uyarinca, bu nokta % ye denk olan her siizge¢ tabaninin da
bir yigilma noktasi olacaktir.

Onerme 13.4.2. Bir x noktasinan bir B siizge¢ tabanwnin bir yigilma noktas:
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, x noktasinin komsuluklar tabanina ait her
kiimenin A ye ait her kiimeyle kesismesidir.

I s P A T: Siizgecin yigilma noktasi tanimindan hemen goriiliir.

Uyar1 13.4.1. Her siizge¢ 0zel olarak, bir siizge¢ tabani oldugundan, yu-
karidaki tanimda stizge¢ taban: yerine stizge¢ konularak bir siizgecin yigilma
noktalar1 tanimlanabilir.

Onerme 13.4.3. Bir x noktasinin bir .57 siizgecinin bir yigilma noktast ol-
masi i¢in gerekli ve yeterli kosul, © noktasina yakinsayan ve . den daha ince
olan bir F siizgecinin varhgidir.

ISPAT:

Gerekligi: © noktas1 . nin bir yigilma noktasi olsun. %(x) komguluklar
siizgecinin her 6gesi ile . siizgecinin her dgesi kesistiginden (bkz. Onerme
13.4.2), .7 ile PB(x) siizgeclerinden olugan siizgecler ailesinin Onerme 13.2.5
nin varsayimlarini sagladigi apagiktir. O halde bu iki siizgecin en kiigiik iist
sinirt (ekiis - sup) vardir; buna % diyelim. #(z) C % oldugundan . siizgeci
x noktasina yakinsar.
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Yeterligi: Tersine olarak . den daha ince olan ve x noktasina yakinsayan
bir .# siizgeci varsa . C . ve %B(x) C .Z olur. Onerme 13.4.2 geregince,
& ye ait her kilme Z(x) in her kiimesiyle kesismek zorundadir. Bu durum,
x noktasimin . i¢in bir ygilma noktas: olmasimi gerektirir.

Onerme 13.4.4. Bir topolojik uzayda bir sizge¢ tabaninn yigilma noktala-
rindan olusan kime kapalidur.

I s P A T: Tamm geregince 4 siizgec tabaninm yigilma noktalar kiimesi
(B
Be#

dir ve bu kiime [T3] aksiyomu geregince kapahdir.

13.5 PROBLEMLER

1. Bir X kiimesi iizerinde .73 ve % topolojileri veriliyor. .77 topolojisinin
7 den daha ince dokulu olmas icin gerekli ve yeterli kosul, .77 topo-
lojisine gore yakinsak olan her siizgecin % ye gore de aym noktaya
yakinsamasidir. Gosteriniz.

2. f: X — Y fonksiyonu bir x € X noktasinda siirekli olsun. z noktas1 X
lizerindeki bir Z siizge¢ tabanimin bir yigilma noktasi ise f(z) noktasi
Y tizerindeki f(%) siizge¢ tabaninin bir yigilma noktasidir. Gosteriniz.

3. Bir (X, .7) topolojik uzayinda her hangi bir x noktasiin biitiin kom-
suluklarmin olugturdugu 9%(x) ailesinin bir siizgeg oldugunu biliyoruz.
A (x) komsguluklar ailesinin her &(x) tabaninin H(z) siizgecinin bir
tabani oldugunu gosteriniz.

4. X bos olmayan bir kiime ve z € X olsun.
M={M:xeM MCX}
ailesinin bir agkin siizge¢ oldugunu gosteriniz.

5. X sonsuz bir kiime olsun. X icinde tiimleyenleri sonlu olan biitiin alt
kiimelerin olugturdugu ailenin bir siizge¢ oldugunu gosteriniz. Bunu
simgelerle gosterirsek,

F ={A: ACX, Asonlu}

ailesi bir stizgectir. Gosteriniz.
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6. Z ile 4 aileleri X iizerinde iki siizgeg ise, bu siizgeclerin ortak 6gelerin-
den olusan 57 ailesi de X kiimesi iizerinde bir siizgectir. Iki siizgecin
ortak ogeleri,

H ={H : He FveH €9}
ailesidir.

7. F ile ¢ aileleri X iizerinde iki siizge¢ ise, bu siizgeclere ait karsilikh
kiimelerin ikiger ikiger arakesitlerinden olusan . ailesi; yani

ZL={FNG: FeZFveGeY}
ailesi X kiimesi iizerinde bir siizge¢ olur mu? Neden?

8. (X, .7) topolojik uzaymda .7 agk kiimeler ailesi bir siizge¢ tabani ise,
farklh iki noktasinin birbirlerinden ayrik komguluklar: var olamaz. Sim-
gelerle aciklarsak,

[z,ye X,z £yl = [[(Ae B) N(BeBy)=ANB#0

olur.

13.6 FONKSIYONUN LIMITI

Tanim 13.6.1. f : X — (Y, 7) fonsiyonu ile X kiimesi iizerinde bir .
stizgeci verilmig olsun. Eger bir y € Y noktasi f(.¥) siizge¢ tabaninin bir
limit (ya da yigilma) noktasi ise, y noktasina f fonksiyonunun, . ye gore,
bir limit (ya da yigilma) noktasidur, denilir ve

lim f =y

simgesiyle gosterilir. .7 siizgecinin belirtilmesi gerekmedigi zaman, kisaca,
limf =y

yazilabilir.

Onerme 13.6.1. Biry € Y noktasinin .7 ye gore f fonksiyonunun bir limit
noktasy olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, y nin Y i¢indeki her V' komsulu-
guna kargiik f(S) CV olacak gekilde bir S € . kiimesinin varhgidur, ki bu,
[S3] geregince f~1(V) € 7 olmasina esdejerdir.
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IsP A T: Onerme 13.4.1 den cikar.

Onerme 13.6.2. Bir y € Y noktasinin . ye gére [ fonksiyonunun bir
yrgilma noktast olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul, y nin Y i¢indeki her V
komsuluguna ve her S € 7 kiimesine karsihk f(x) € V olacak sekilde bir
x € S noktasinin varlhgidar.

IsP A T: Onerme 13.4.2 den cikar.

Onerme 13.6.3. Bir f : X — (Y,.7) fonksiyonu ile X kiimesi tizerinde bir
S stizgeci verilsin. Asaqidaki iki dzelik esdegerdir:

(i) y € Y noktas1 . ye gore f nin bir yigilma noktasidir.

(ii) X iizerinde . den daha ince olan dyle bir .# siizgeci vardir ki y noktasi
Z ye gore f nin bir limit noktasidir.

IspAT:

(i) = (ii): Onerme 13.6.2 geregince her V € Z(y) i¢in f~1(V) kiimesi ./
nin her kiimesiyle kesistiginden %(y) komsuluklar siizgecinin f~1(%(y)) ters
resmi X {izerinde bir siizge¢ tabanidir (bkz.Problem 13.3.1 (1)). O halde X
tizerinde bunun dogurdugu siizgeg ile . silizgecinden daha ince olan bir %
siizgeci vardir (6rnegin, ikisinin ekiis’t (sup) alinabilir; Onerme 13.2.5). Bu
durumda Problem 13.3.1 (2)) geregince, y noktas1 . siizgecine gore f nin
bir limit noktasidar.

(ii) = (i): Y iizerinde f() siizge¢ tabanimin dogurdugu % siizgeci,
f(Z) nin dogurdugu S siizgecinden daha kabadir. Varsayimimiz geregince
S siizgeci y limitine yakinsiyor; o halde Onerme 13.4.3 geregince, y noktasi %
nin bir yigilma noktasi olacaktir. Buise, Tanim 13.6.1 geregince, y noktasinin
< ye gore f nin bir yigilma noktasr olmasi1 demektir.

Onerme 13.6.4. Bir f : (X, .7) — (Y, ) fonksiyonu verilsin. f fonksiyo-
nunun bir x € X noktasinda strekli olmast icin gerekli ve yeterli kosul, X
tizerindeki her & siizgeci i¢in & — x oldugunda Y iizerinde f() — f(x)
olmasidar.

[spaT:

Gerekligi: X iizerinde . — x olan bir . siizgeci alalim. Y i¢inde f(z)
noktasinin bir V' komgulugunu diigiinelim. f siirekli oldugundan f(W) C
V olacak gekilde X icinde x noktasinin bir W komgulugu vardir. W € .
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oldugundan V € f(.¥) olacag apagktir. Bu f(x) noktasimin komguluklar
stizgecinin f(.¥) nin dogurdugu siizgegten daha kaba olmasi demektir; yani
f(&) = f(z) dir.

Yeterligi: . siizgeci yerine, 6zel olarak, Z(z) komguluklar siizgecini ala-
hm. #(x) — z oldugundan, varsayimimiz geregince, f(#(x)) — f(x) ola-
caktir. Bu durumda, Onerme 13.6.1 geregince, f(x) noktasinin her V' komsu-
luguna karsihk f~%(V) € %(x) olacaktir. Bu ise, f nin x noktasinda siirekli
olmas1 demektir.

13.7 PROBLEMLER

1. Bir X topolojik uzayinda verilen bir z = (z,,) dizisini
z:N—=X; VneNicn z(n) =z,

fonksiyonu olarak tamimlamigtik. Bu z fonksiyonunun Fréchet Stizgecine
gore limitinin, (z,) dizisinin limitinden bagka birgey olmadigimi goste-
riniz.

2. y € Y noktas1 f: X — (Y, .7) nun X iizerindeki bir . siizgecine gore
limit (ya da yigilma) noktasi olsun. Gdosteriniz ki .7 siizgeci inceldikge
ve .7 topolojisi kabalagtik¢a y noktasmin limit (ya da yigilma noktasi)
olma niteligi bozulmaz.

3. Bir fonksiyonun bir siizgece gore biitiin yigilma noktalarindan olugan
kiimenin (bog olabilir) kapali oldugunu gosteriniz.

4. Birinci sayilabilme Aksiyomunu saglayan (X, .7) topolojik uzaymin bir
A C X alt kiimesi veriliyor. x € A olmast icin gerekli ve yeterli kosul A
kiimesi i¢inde z 6gesine yakinsayan bir (z,,, (n € N) dizisinin olmasidir.
Gosteriniz.

5. X kiimesi iginde (z)), (A € A) ag verilsin. Her ¢ i¢in F'v = {z, : 7>
1} kiimesi tamimlaniyor.

(a) F ={F, : » € I} ailesinin X kiimesi iizerinde bir siizge¢ tabam
olugturdugunu gosteriniz.

(b) z, = p < F — p oldugunu gosteriniz.
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6. F C P(X) siizgeg tabam verilsin. F iizerinde = bagintis1 agagidaki gibi
tanimlaniyor:

U-VeUCV
(a) (F,>) sisteminin tikel sirali bir sistem oldugunu gosteriniz.

(b) Her
(xv)ver € yesU

ogesinin X i¢inde (zy)yer C X agim belirledigini gosteriniz.

(c) Bu sekilde secilen her (zy)pesr C X agr igin
Fopsay—p
oldugunu gésteriniz.

7. (X, 7) topolojik uzaymin bir A C X alt kiimesi veriliyor.

(a) x € A olmasiicin gerekli ve yeterli kogul A kiimesi i¢cinde z 6gesine
yakimsayan bir (z,), (A € A) agmin olmasidir. Gosteriniz.

(b) Yukarida "ag” yerine "dizi" konulursa ne olur?

(c) x € A olmas icin gerekli ve yeterli kogul Z(A) icinde x gesine
yakimsayan bir .Z siizgecinin olmasidir. Gosteriniz.



