Kisim I
Carpim ve Bolum Uzaylari

GCARPIM UZAYLARI

1 CARPIM TOPOLOJISI
2 KARMAPROBEMLER

1. Aile B, sirasiyla, (X, .7)X ile (Y,.”) topolojik uzaylariin birer alt-kiimesi olsunlar.
(a) (Ax B)°=A°x B°

(b) (AxB)=AxB
() O(Ax B) = (A x B) U (A x OB)

oldugunu gosteriniz.

Coziim: (X, .7) uzaymn bir tabam T ve (Y, .#) uzayinin bir tabanm1 & olsun.
(a)

(z,y) e (Ax B)° < (IT € X)(IS € 6)[(z,y) € T x S C A x B]
SxeTCcAAN(yeSCB)

& (xe A°) A (y € B°)

& (z,y) € A° x B°)

(z,y) € (Ax B) & (VT € %)(VS € &)[(z,y) € T x S =
(T x S)N (A x B) #0)
SWIeX)(zeT=TNA#DA
(VSeB)(yeS=SNB=+0)
& (xe A)A(y e B)
& (z,y) € Ax B)

(c) Onceki esitlikler ile 2.5.1 problemlerdeki ilgili bagintilari kullanirsak

J(Ax B)=(AxB)N(Ax B)
=(Ax B)N((Ax B)°)
= (Ax B)Nn(A° x B°)
esitliklerini yazabiliriz. Buradan,
(a,b) € 9(A x B) < [(a,b) € (A x B)] A[(a,b) € (A° x B°)']
& (ace A)A(be B)A
a€A°=b¢ B°
{ beB°=a¢ A° }

(a g A°) N (b ¢ B)

olur. Burada {} i¢indeki ii¢ satir V ile birbirlerine baghdirlar. Simdi her ii¢ satir i¢in olasiliklar
inceleyelim:
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[(ac A)A(bE B)|A[ac A° = b ¢ B
= [(a€ A)A (b€ OB)
= (a,b) € A x OB)
[(ac A)A(bEB)|A[bE B° = a¢ A%
= [(a€ 0A) A (b€ B)
= (a,b) € 0A x B)
[(ac A)A(be B)A[(a¢ A°) A (D¢ B)]
= [(a € 0A) A (b € OB)]
= [(a € dA)A (b€ B)]V[(a € A)A (b€ dB)]
= [(a,b) € A x B)] V [(a,b) € A x B)]
0
2. (X, .7) bir topolojik uzay ise (X x X, &) carpim uzayinda
A ={(z,z)|x € X}

kosegeninin (X, .7) uzaymma egyapili oldugunu gosteriniz.

Coziim: & nin A {izerine kondurdugu topolojiyi Za ile gosterelim. 7 : X x X — X izdiiglim
fonksiyonu siirekli ve agik bir doniigiimdiir. 71 (#?) = 7 dir. m izdiiglimiiniin A kiimesine kisit1 da
stirekli ve agik bir doniigiimdiir. Ayrica (z,z) — x doniiglimi A dan X {izerine bbd dir. Dolayisiyla,
Onerme 6.3.1 uyarinca, 71 izdiigiimiiniin A kiimesine kisit1 bir esyap1 déniigiimiidiir (homeomor-
phism).

3. Bir {X,, Z)) : A € A} topolojik uzaylar ailesi verilsin ve bunlarin ¢arpim uzay1 (X, &) olsun.

(a) Eger A sonlu yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise, carpim uzaym Birinci (ya da Ikinci) Sayila-
bilme Aksiyomunu saglayabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul, carpan uzaylardan herbirisinin
de bu aksiyomu saglamasidir.

Cozim:
i. (X, 9)) topolojik uzaylar Ikinci Saiplabilme Aksiyomunu saglasinlar. Her birisinin sayila-
bilir bir tabani var olacaktir. Bu tabanlar1 %), ile gésterelim. (9.11) bagntisi uyarinca,
bunlarin w)fl ters izdiiglim doniigiimleri altindaki resimlerinden olugan

S={A:(3NeAN3BBe B\ A=n,"(B)} (1)

ailesi 2 carpim topolojisinin bir alt-tabanidir. Her A € A i¢in {(3B € %)) A = =, '(B)}
ailesi sayilabilir sayidadir. O halde, A sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise, G ailesi en
cok sayilabilir sayida sayilabilir ailelerden olugan bir ailedir. Dolayisiyla & ailesi sayilabilir.
Bu ailenin sonlu arakesitlerinden olugsan £ ailesi de sayilabilir sayida olacaktir. S6zkonusu
A ailesi ¥ carpim topolojisinin bir tabanidir. Bu taban sayilabilir olduguna goére, &
carpim topolojisi Ikinci sayilabilme aksiyomunu saglar.

ii. (X, Zy) topolojik uzaylar1 Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglasinlar. Her x € X i¢in
komsuluklar tabanini %) (x) ile gosterelim. Her A € A ve her z € X i¢in %) (z) komsu-
luklar tabam: sayilabilir sayida olacaktir. Her A € A ve her z € X, icin {(3B € A\ (x) A =
7 '(B)} ters resimleri sayilabilir sayidadir. O halde,

(Tx)ren € H 7 ' (B) (2)
AEA

yazilabilir. Acikca gortldiigi gibi, (??) kartezyen garpiminin sayilabilir sayida garpani
vardir ve (z) noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabanidir.
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(b) A damgalayan kiimesi sayilamaz sonsuz bir kiime olsun. Carpan uzaylarin herbirisinin Birinci
Sayilabilme Aksiyomunu sagladigini varsayalim. Bu durumda, eger ¢arpan uzaylarin sayillamaz
sayidasi enaz ikiger 6geli ise, carpan uzay Birinci Saylabilme Aksiyomunu saglayamaz.

Coziim: A damgalayan kiimesi sayillamaz sonsuz bir kiime ve ¢arpan uzaylarin sayillamaz
sayidas: enaz ikiger 6geli ise

[1 7' (B), 3B € #a(x)} (3)

AEA

kartezyen carpiminin sayilamaz sonsuz sayida carpami vardir. (?7) ailesi, carpim uzayda (x)
noktasinin bir komguluklar tabanidir. Dolayisiyla her 6gesi (z) noktasimin bir komgulugudur.
Bu noktanin bagka bir ¥ sayilabilir komguluklar tabam oldugunu varsayalim. (??) ailesine ait
her U komsulugu # tabanina ait bir V kiimesini kapsar. Oyleyse ¥ tabani sayilabilir sayida
olamaz. Bu demektir ki, verilen varsayimlar altinda, (x))xea noktasinin sayilabilir bir komsgu-
luklar tabani olamaz. Dolayisiyla carpim uzay Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglamaz.

(c) A damgalayan kiimesi sayilamaz sonsuz bir kiime olsun. Carpan uzaylarin herbirisinin Ikinci
Sayilabilme Aksiyomunu sagladigini varsayalim. Bu durumda, ¢carpim uzayin ikinci sayilabilme
aksiyomunu saglayabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul, carpan uzaylarin ancak sayilabilir sayi-
dasimin ayrik olmayan topolojiden farkli bir topolojiye sahip olmasidir.

Gosteriniz.

Coziim: Carpan uzaylarin sayilamaz sayidasinin ayrik olmayan topolojiden farkh oldugunu varsay-
alim. & carpun topolojisinin (9.6) ile verilen (?7?) alt-tabam sayillamaz sayida sayilabilir ailenin
ailesidir. Dolayisiyla sayilamaz cokluktadir. Bunlarin sonlu arakesitleri ailesi de sayilamaz ¢oklukta
olacagindan, carpim uzay Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu saglamaz.

Eger, (X, 9)\) ayrik olmayan uzay ise, (T € I\ = T = X, ) oldugundan,

o) =7 () = [ X0
AEA

olur. Oyleyse, carpan uzaylarin ancak sayilabilir sayidasi ayrik olmayan topolojiden farkl bir topolo-
jlye sahip ise, (?77?) ailesi sayilabilir sayida olacaktar.

4. Ayrik uzaylarin sonlu sayidasinin ¢arpiminin da ayrik bir uzay oldugunu gosteriniz.

Coziim: (X;, %) (i =1,2,...,n) ayrik topolojik uzaylarin carpim uzayi (X, &) olsun. Her z; €
X; i¢in tek ogeli {z;} kiimesi % ayrik topolojisine gore agiktir. O halde,

(@i € X = [[ X
=1

icin
{1} x {z2} x .. . {zp} € P

dir. Bagka bir deyigle, her = € X noktas: ¢carpim topolojinin acik bir kiimesidir. Dolayisiyla, (X, &)
ayrik bir uzaydir.

5. Ayrik uzaylarin sonsuz sayidasinin ¢arpimimin da ayrik olmasi i¢in, bu uzaylarin hemen hemen
hepsinin tek 6geli olmasi gerektigini gosteriniz.

Coziim: Burada hemen hemen hepsi deyimi Olciim Kuramina ait standart bir deyimdir ve
"sayilabilir sayidast hari¢” anlamindadir. Buna gore, problemi goyle ifade edebiliriz:

Sayilamaz ¢oklukta ayrik uzaylarin ¢arpiminin ayrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, uzaylarin
sayilabilir sayidasi harig, geri kalanlarin tek 6geli olmasidir.
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Verilen kogullar altinda (??) ailesinin sonlu arakesitlerinden olusan % tabani sayilabilir sayidadir.
Bir (xz)) € J] X\ noktasim diigiinelim. Bu noktanin & c¢arpim topolojisine gore agik oldugunu
gosterirsek, istenen sonucu bulmug oluruz. Tek 6geli olan kiimeleri M = {X, : p € M, X, = {z,}}
ile gosterelim. Birden ¢ok 6gesi olanlar1 N = {X,, : n € N} ile gosterelim.

X = HX,\: <ﬁXn> X H X,
AEA n=1 neM

yazabiliriz. Her n € N ic¢in «,, € X, ve her p € M i¢in X,, = {z,} olmak iizere X c¢arpim uzaymnda

{z1} x {ma} x Az} <o (] {z)

pneM

kiimesi acik bir kiimedir (bkz ??. Ote yandan bu kiime, A = N U M olmak iizere (x)) € [] Xa
noktasidir. Boylece, carpim uzaya ait her noktanin carpim topolojisine gore agik oldugu goriliir.



